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Abstrak

Artikel ini membahas model satu-prey, satu-predator, dan super predator dengan laju pemangsaan predator terhadap prey menggunakan fungsi
respon Holling tipe I dan laju pemangsaan super predator terhadap predator menggunakan fungsi respon Holling tipe II. Dari hasil analisis
diperoleh satu titik kritis kepunahan semua populasi yang selalu tidak stabil dan dua titik kritis lainnya, yaitu titik kepunahan super-predator
dan titik eksistensi semua populasi yang masing-masing stabil bersyarat. Selanjutnya diberikan simulasi numerik berupa diagram bifurkasi
dan potret fase dari solusi model. Diagram bifurkasi diperoleh dengan memvariasikan parameter konversi pertumbuhan predator menjadi
super predator yang menghasilkan bifurkasi maju dan Hopf. Bifurkasi maju terjadi di sekitar titik kepunahan super-predator, sedangkan
bifurkasi Hopf terjadi di sekitar titik interior model. Berdasarkan syarat eksistensi dan simulasi numerik ditunjukkan bahwa parameter
tingkat konversi pertumbuhan spesies predator menjadi super predator mengendalikan dinamika sistem dan eksistensi dari predator.

Kata Kunci: Bifurkasi Hopf; Bifurkasi maju; Holling tipe I dan II; Kontinuasi Numerik

Abstract

This article discusses the one-prey, one-predator, and the super predator model with different types of functional response. The rate of prey consumption by
the predator follows Holling type I functional response and the rate of predator consumption by the super predator follows Holling type II functional
response. We identify the existence and stability of critical points and obtain that the extinction of all population points is always unstable, and the other
two are conditionally stable i.e., the super predator extinction point and the co-existence point. Furthermore, we give the numerical simulations to describe
the bifurcation diagram and phase portraits of the model. The bifurcation diagram is obtained by varying the parameter of the conversion rate of predator
biomass into a new super-predator which gives forward and Hopf bifurcation. The forward bifurcation occurs around the super predator extinction point
while Hopf bifurcation occurs around the interior of the model. Based on the terms of existence and numerical simulation, we confirm that the conversion
rate of predator biomass into a new super-predator controls the dynamics of the system and maintains the existence of predator.

Keywords: Hopf Bifurcation; Forward Bifurcation; Holling type I and II; Numerical Continuation

1. Pendahuluan

Pemodelan matematika tentang masalah ekologi berkembang pesat setelah Lotka (1925) dan Volterra (1931)
mengajukan model predator-prey yang dikenal sebagai model Lotka-Volterra. Model ekologi klasik ini menjadi
cikal bakal diajukannya model predator-prey lain, seperti model Rosenzweig-MacArthur [1–3] dan model
Leslie-Gower [4–14] yang berfokus pada sistem dengan dua spesies, yaitu satu prey dan satu predator. Lebih
lanjut, agar dapat memberikan pemahaman yang lebih baik terhadap dinamika sistem ekologi yang kompleks
maka kajian tentang model tiga spesies dipandang menarik untuk dilakukan. Sarwardi dkk. [15] mengkaji
model satu-prey dua-predator mengikuti model Lotka-Volterra dengan mengasumsikan spesies prey dimangsa
kedua spesies predator dengan menggunakan fungsi respon Holling tipe II serta adanya kompetisi antara kedua
spesies predator. Kajian yang serupa dilakukan oleh Savitri dkk. [16] yang membahas model satu-prey
dua-predator dengan mempertimbangkan model Leslie-Gower pada pertumbuhan kedua spesies predator.
Kedua predator yaitu predator-1 dan predator-2 diasumsikan tidak saling memangsa dan ada kompetisi antar
kedua predator tersebut dalam memperebutkan mangsa dengan fungsi respon terhadap prey yang digunakan
adalah fungsi respon Holling tipe I.

Berdasarkan model satu-prey dua-predator, dapat dikembangkan model prey-predator-super predator seperti yang
dilakukan oleh Reddy dkk. [17] yang mengasumsikan bahwa laju pemangsaan super predator terhadap predator
dan predator terhadap prey masing-masing mengikuti fungsi respon Holling tipe I. Pada model tersebut
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diasumsikan terjadi kompetisi pada spesies prey, predator, dan super predator. Kajian yang serupa dilakukan
oleh Savitri dan Abadi [18] dengan mengasumsikan bahwa laju pemangsaan predator pertama terhadap prey dan
predator kedua terhadap predator pertama masing-masing mengikuti fungsi respon Holling tipe II dan kompetisi
hanya terjadi pada spesies prey.

2. Formulasi Model

Terinspirasi dari peneliti terdahulu, maka pada artikel ini dikonstruksi model satu-prey, satu-predator, dan super
predator dengan diasumsikan bahwa laju pertumbuhan spesies predator dibatasi oleh kepadatan populasi prey
x(t). Laju pemangsaan predator untuk prey menggunakan fungsi respon Holling tipe I dan laju pemangsaan
super predator untuk predator menggunakan fungsi respon Holling tipe II. Asumsi tersebut disesuaikan dengan
fenomena nyata dan karakteristik masing-masing spesies, untuk super predator membutuhkan waktu dalam
menangani mangsa, meliputi: mencari, mencerna dan menghabiskan mangsa. Misalnya ikan-ikan kecil yang
memakan krill dan udang yang bersesuaian dengan fungsi respon Holling tipe-I, dan ikan-ikan besar yang
memangkan ikan-ikan kecil mengikuti Holling tipe-II. Model satu-prey, satu-predator, dan super predator,
dengan kepadatan spesies prey yaitu x(t), kepadatan spesies predator dinyatakan y(t), dan kepadatan spesies
super predator yaitu z(t), sebagai berikut.

dx
dt

= rx
(

1− x
K

)
− αxy,

dy
dt

= sy
(

1− y
x

)
− βyz

1 + my
,

dz
dt

=
ρyz

1 + my
− µz.

(1)

Parameter pada model (1), yaitu r, s, K, α, β, m, ρ, dan µ masing-masing merepresentasikan laju pertumbuhan
prey, laju pertumbuhan predator, kapasitas daya tampung spesies prey, laju pemangsaan predator terhadap prey,
laju pemangsaan super predator terhadap predator, waktu yang dibutuhkan super predator untuk menangani
predator, tingkat konversi pertumbuhan predator menjadi super predator, dan laju kematian alami spesies super
predator. Model (1) diberikan syarat kondisi awal x (0) > 0, y (0) > 0, dan z (0) > 0, dimana semua parameter
bernilai positif.

3. Titik Kritis dan Kestabilannya

Titik kritis model (1) diperoleh dengan menyelesaikan sistem persamaan berikut.[
r
(

1− x
K

)
− αy

]
x = 0,[

s
(

1− y
x

)
− βz

1 + my

]
y = 0,[

ρy
1 + my

− µ

]
z =0,

sehingga memberikan

1. Titik E1 = (K, 0, 0) yang menyatakan kepunahan predator dan super predator.

2. Titik E2 =

(
rK

Kα + r
,

rK
Kα + r

, 0
)

yang menyatakan kepunahan super predator.

3. Titik eksistensi dari semua populasi E3 = (x∗, y∗, z∗) dengan

x∗ =
(r− αy∗)K

r
,

y∗ =
µ

ρ− µm
,

z∗ =
(

1− ry∗

(r− αy∗)K

)
(1 + my∗)s

β
.

Titik kritis E1 dan E2 merupakan titik titik yang selalu terdefinisi secara biologis (E1,2 ∈ R2
+), sedangkan titik

kritis E3 ∈ R2
+ jika ρ > µm +

(Kα + r)µ
rK

. Selanjutnya, perilaku solusi disekitar titik-titik kritis tersebut diberikan
oleh beberapa teorema berikut.

JJBM | Jambura J. Biomath Volume 1 | Issue 2 | December 2020



Savitri dan Panigoro – Bifurkasi Hopf pada model prey-predator... 67

Teorema 1. Titik kritis kepunahan populasi kedua predator E1 = (1, 0, 0) adalah titik pelana.

bukti. Matriks Jacobi dari titik kritis E1 adalah

J (E1) =

 −r −Kα −0
0 s 0
0 0 −µ

 ,

sehingga diperoleh nilai eigen λ1 = −r < 0, λ2 = s > 0 dan λ3 = −µ < 0. Dengan demikian E1 = (K, 0, 0)
adalah titik pelana. �

Teorema 2. Titik kepunahan populasi super predator E2 =

(
rK

Kα + r
,

rK
Kα + r

, 0
)

stabil asimtotik lokal jika ρ < µm +

(Kα + r)µ
rK

.

bukti. Matriks Jacobi dari titik kritis E2 adalah

J (E2) =


− r2

Kα + r
− αrK

Kα + r
0

s −s − βrK
mrK + Kα + r

0 0
ρrK

mrK + Kα + r
− µ

 .

sehingga diperoleh persamaan karakteristik(
ρrK

mrK + Kα + r
− µ− λ

)(
λ2 +

(
r2

Kα + r
+ s
)

λ + rs
)
= 0.

Dengan demikian diperoleh nilai eigen

λ1 =
ρrK

mrK + Kα + r
− µ,

λ2,3 = − 1
2

(
r2

Kα + r
+ s
)
± 1

2

√(
r2

Kα + r
+ s
)2

− 4rs.

Jelas bahwa λ1 < 0 jika ρ < µm +
(Kα + r)µ

rK
. Selanjutnya karena

r2

Kα + r
+ s > 0, rs > 0, dan

(
r2

Kα + r
+ s
)

rs >

0, maka Re(λ2,3) < 0 baik untuk
(

r2

Kα + r
+ s
)2

< 4rs ataupun
(

r2

Kα + r
+ s
)2

≥ 4rs. Dengan demikian, E2

stabil asimtotik lokal. �

Teorema 3. Titik kritis interior ketiga populasi tumbuh bersama yaitu E3 = (x∗, y∗, z∗) stabil asimtotik lokal jika ρ >

µ

y∗

√
βmx∗z∗

r
.

bukti. Matriks Jacobi hasil linearisasi di sekitar titik kritis E3 = (x∗, y∗, z∗) adalah

J (E3) =


− rx∗

K
−αx∗ 0

s
(

y∗

x∗

)2 βµ2mz∗

ρ2y∗
− ry∗

x∗
− βµz∗

ρ

0
(ρ− µm)µz∗

ρy∗
0

 ,

yang memberikan persamaan karakteristik(
rx∗

K
+ λ

) [
λ2 +

(
ry∗

x∗
− βµ2mz∗

ρ2y∗

)
λ +

(ρ− µm)βµ2(z∗)2

ρ2y∗

]
= 0.
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Gambar 1. Diagram Bifurkasi model (1). Terjadi bifurkasi maju dengan titik bifurkasi ρ ≈ 0.11 dan bifurkasi Hopf
dengan titik bifurkasi ρ = 0.163536.

Dengan demikian, diperoleh nilai eigen:

λ1 = − rx∗

K

λ2,3 =

(
βµ2mz∗

2ρ2y∗
− ry∗

2x∗

)
±

√(
βµ2mz∗

2ρ2y∗
− ry∗

2x∗

)2

− (ρ− µm)βµ2(z∗)2

ρ2y∗

Jelas bahwa λ1 < 0. Perhatikan pula bahwa dari syarat eksistensi E3 diperoleh ρ > µm sehingga
(ρ− µm)βµ2(z∗)2

ρ2y∗
> 0. Karena ρ >

µ

y∗

√
βmx∗z∗

r
maka

ry∗

x∗
− βµ2mz∗

ρ2y∗
> 0, sehingga Re(λ2,3) < 0. Dengan

demikian Re(λ1,2,3) < 0 sehingga E3 stabil asimtotik lokal. �

Tabel 1. Syarat eksistensi dan kestabilan lokal titik kritis model (1)

Titik kritis Syarat eksistensi Syarat kestabilan lokal
E1 = (K, 0, 0) - titik pelana

E2 =

(
rK

Kα + r
,

rK
Kα + r

, 0
)

- ρ < µm +
(Kα + r)µ

rK

E3 = (x∗, y∗, z∗) ρ > µm +
(Kα + r)µ

rK
ρ >

µ

y∗

√
βmx∗z∗

r

Keseluruhan analisis eksistensi dan kestabilan titik kritis diberikan pada Tabel 1. Berdasarkan hasil analisis
yang diperoleh, eksistensi dan kestabilan titik kritis sangat dipengaruhi oleh tingkat konversi pertumbuhan
predator menjadi super predator (ρ). Dengan mengubah nilai ρ, maka akan terjadi perubahan eksistensi dan
kestabilan dari E2 dan E3. Lebih khusus lagi, perubahan nilai ρ dapat mengakibatkan perubahan kestabilan dari
E2 disertai munculnya titik kritis E3 yang disebut dengan bifurkasi maju. Selain itu, dengan mengubah ρ, E3
kehilangan kestabilannya dengan kondisi matriks Jacobi dititik tersebut bernilai kompleks, lihat bukti dari
Teorema 3. Kondisi ini juga mengindikasikan terjadinya bifurkasi yang disebut dengan bifurkasi Hopf. Pada
artikel ini, kedua bifurkasi tidak ditunjukkan secara analitik, namun akan diperlihatkan secara numerik pada
pokok bahasan selanjutnya.

4. Simulasi Numerik

Simulasi numerik ini bertujuan untuk menggambarkan perilaku solusi model (1) disekitar titik-titik kritis
berdasarkan nilai-nilai parameter yang disesuaikan dengan hasil teoritis yang diberikan pada Tabel 1.
Keseluruhan simulasi menggunakan nilai-nilai parameter sebagai berikut.

r = 0.6, s = 0.4, K = 10, α = 0.3, β = 0.3, m = 0.5 dan µ = 0.1.
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Gambar 2. Potret Fase solusi model (1) disekitar titik kritis E2 dan E3

Simulasi numerik dilakukan menggunakan integral Runge-kutta orde-4 yang ditampilkan melalui potret fase
dengan software Python 3.8.

Untuk melihat perilaku solusi secara menyeluruh, diidentifikasi kestabilan lokal dari titik kritis E2 dan E3 dengan
menggerakan nilai parameter ρ pada interval 0.05 ≤ ρ ≤ 0.4. Diperoleh diagram bifurkasi seperti pada gambar
Gambar 1. Titik kritis E2 stabil asimtotik lokal pada saat ρ / 0.11 dan kehilangan kestabilannya ketika ρ '
0.11. Kondisi ini juga disertai perubahan kestabilan E3 ketika ρ melewati 0.11. Secara numerik, kondisi ini
merupakan indikasi terjadinya bifurkasi Transkiritikal yang disimbolkan (BP) pada Gambar 1. Meski demikian,
titik setimbangan E3 sebelum ρ ≈ 0.11 tidak terdefinisi secara biologis karena bernilai negatif. Oleh karena itu,
secara biologis yang terjadi adalah fenomena bifurkasi maju dimana salah satu titik kritis di axial yang stabil
berubah menjadi tidak stabil disertai dengan munculnya titik kritis stabil di interior dari model. Kestabilan dari
E2 diperlihatkan oleh potret fase pada Gambar 2(a) yaitu pada saat ρ = 0.1. Solusi disekitar E2 akan konvergen
ke E2 yang berarti bahwa terjadi kepunahan super predator.

Hal yang menarik lainnya terjadi disekitar titik interior dari model (1). Pada saat ρ melewati 0.163536, titik kritis
E3 kehilangan kestabilannya via bifurkasi Hopf. Untuk menggambarkan dinamika E3 sebelum melewati titik
bifurkasi Hopf ρ ≈ 0.163536, dipilih ρ = 0.163 sehingga diperoleh Gambar 2(b). Titik kritis E3 stabil asimtotik
lokal tipe spiral yang menyatakan semua solusi konvergen ke titik titik interior sehingga seluruh populasi akan
terjaga eksistensinya. Pada saat ρ ' 0.163536, titik kesetimbangan E3 kehilangan kestabilan via bifurkasi Hopf.
Dengan menetapkan ρ = 0.165, diberikan potret fase pada Gambar 2(c). Seluruh solusi akan konvergen ke suatu
limit-cycle. Secara biologis, meskipun E3 tidak stabil, eksistensi dari ketiga populasi akan tetap terjaga dengan
kepadatan populasi ketiganya berubah secara periodik untuk t→ ∞.

5. Kesimpulan

Berdasarkan syarat eksistensi dan simulasi numerik menunjukkan bahwa parameter tingkat konversi
pertumbuhan spesies predator menjadi super predator mengendalikan dinamika solusi model dan menjaga
spesies predator tidak punah. Titik kritis E2 dan E3 stabil asimtotik dengan syarat. Hasil kontinuasi numerik
pada model prey-predator-super predator diperoleh pengaruh adanya tingkat konversi pertumbuhan spesies
predator menjadi tingkat pertumbuhan super predator mendorong munculnya perubahan kestabilan yang
mengindikasikan fenomena terjadinya bifurkasi Hopf dan bifurkasi maju.
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