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Abstrak

Artikel ini mengkaji dinamika model penyebaran penyakit campak dengan adanya vaksinasi menggunakan model SVEIR. Model ini
membagi total populasi menjadi lima kompartemen, yaitu Susceptible (populasi rentan terhadap penyakit campak), Vaccinated (populasi
rentan yang telah divaksin lanjut), Exposed (populasi dalam periode laten), Infected (populasi yang terinfeksi penyakit campak), dan
Recovered (populasi yang sembuh dari penyakit campak). Pertama, titik ekuilibrium model yang terdiri atas titik bebas penyakit campak
dan titik endemik penyakit campak ditentukan secara analitik. Selanjutnya, dipelajari kestabilan lokal titik ekuilibrium tersebut
berdasarkan bilangan reproduksi dasar (R0) yang diperoleh dengan matriks generasi selanjutnya. Dari hasil analisis diperoleh bahwa titik
bebas penyakit stabil asimtotik lokal jika R0 < 1 dan titik endemik penyakit campak stabil asimtotik lokal jika R0 > 1. Keberadaan bifurkasi
maju yang diakibatkan oleh parameter laju infeksi (α) atau proporsi individu yang divaksin (θ) juga diberikan untuk mengetahui pengaruh
perubahan parameter terhadap dinamika model. Terakhir, simulasi numerik diberikan untuk mendukung hasil analitik yang diperoleh.

Kata Kunci: Model Matematika; Campak; Titik Ekuilibrium; Kestabilan Lokal; Vaksinasi

Abstract

In this article, we analyze the dynamics of measles transmission model with vaccination via an SVEIR epidemic model. The total population is divided
into five compartments, namely the Susceptible, Vaccinated, Exposed, Infected, and Recovered populations. Firstly, we determine the equilibrium points
and their local asymptotically stability properties presented by the basic reproduction number (R0). It is found that the disease free equilibrium point is
locally asymptotically stable if satisfies R0 < 1 and the endemic equilibrium point is locally asymptotically stable when R0 > 1. We also show the
existence of forward bifurcation driven by some parameters that influence the basic reproduction number (R0) i.e., the infection rate (α) or proportion of
vaccinated individuals (θ). Lastly, some numerical simulations are performed to support our analytical results.

Keywords: Mathematical Modeling; Measles; Equilibrium Point; Local Stability; Vaccination

1. Pendahuluan

Campak adalah penyakit menular yang disebabkan oleh virus dari genus Morbilivirus dan termasuk golongan
virus RNA. Campak dapat menular melalui percikan air liur yang dikeluarkan penderita saat batuk dan bersin,
serta kontak langsung dengan penderita [1]. Gejala campak ditandai dengan adanya demam tinggi (≥ 38C)
yang disertai batuk, pilek, mata merah dan berair, serta Koplik’s spot, yang muncul sekitar 10-12 hari setelah
terpapar virus [2]. Pada tahun 2018, lebih dari 140.000 orang di dunia meninggal akibat campak yang sebagian
besar adalah anak-anak di bawah usia 5 tahun [3]. Pemberian imunisasi campak diberikan pada bayi berusia ≥
9 bulan karena bayi di bawah usia tersebut masih memiliki kekebalan tubuh bawaan dari ibunya. Virus campak
cepat mati oleh sinar ultraviolet, bahan kimia, bahan asam, dan pemanasan. Oleh karena itu, penanganan awal
terhadap penyakit campak dapat dilakukan setelah melalui konfirmasi laboratorium dengan melakukan
pemeriksaan serologis (pengambilan darah pasien/serum darah) atau virologis (pengambilan urin pasien)[1].

Penyebaran penyakit menular dapat dimodelkan dengan model epidemiologi, baik menggunakan pendekatan
deterministik maupun stokastik [4]. Pada bidang kesehatan, model epidemiologi dapat digunakan untuk
mengajukan dan menguji teori, serta untuk membandingkan, merencanakan, melaksanakan, dan mengevaluasi
berbagai program deteksi, pencegahan, atau pun kontrol [5].

Salah satu model dasar tentang penyebaran penyakit diajukan oleh Kermack dan McKendrick pada tahun 1927.
Dalam model awalnya, Kermack dan McKendrick memperkenalkan model persamaan diferensial yang membagi
populasi menjadi tiga kompartemen, yaitu kompartemen populasi terinfeksi (I), kompartemen populasi rentan
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(S), dan kompartemen populasi sembuh (R), yang dikenal dengan model Susceptible (rentan)-Infected (terinfeksi)-
Recovered (sembuh) (SIR) [6]. Model SIR digunakan untuk memodelkan penyakit dengan asumsi bahwa individu
memiliki kekebalan permanen atau kekebalan sementara untuk jangka waktu yang sangat lama.

Model epidemik penyakit campak telah dikaji oleh beberapa peneliti dengan menggunakan model
deterministik, seperti pada [7–10]. Dalam Momoh dkk. [7] digunakan model SEIR (Susceptible, Exposed, Infected,
Recovered) untuk menganalisa pengaruh dilakukannya uji dan terapi campak pada masa inkubasi (Exposed)
terhadap dinamika penyebaran penyakit campak. Selanjutnya Edward dkk. [8] menggunakan model SVEIR
(Susceptible, Vaccinated, Exposed, Infected, Recovered) dengan memperhatikan proporsi imigran telah divaksin,
proporsi populasi yang telah divaksin dua kali, dan laju efektivitas vaksin yang pertama. Hal ini dimodifikasi
oleh Aldila dan Asrianti [9] dengan membedakan kompartemen populasi yang telah divaksin sekali dan
kompartemen populasi yang telah divaksin dua kali, serta menambahkan pula kompartemen populasi yang
melakukan karantina. Adapun Fakhruddin dkk. [10] memodifikasi model SIR dengan menambahkan
kompartemen populasi terinfeksi yang dirawat di rumah sakit (Hospitalized).

Penerapan model SVEIR pada penyebaran penyakit campak seperti yang dikaji dalam artikel ini sejalan dengan
upaya pemerintah untuk mengontrol, mengurangi, bahkan menghilangkan penyebaran penyakit campak pada
populasi manusia, dengan melakukan pemberian vaksin campak secara massal sejak tahun 2000 [1]. Berdasarkan
hal tersebut, model yang dikaji dalam artikel ini memodifikasi model yang diajukan oleh Momoh dkk. [7] dengan
menambahkan kompartemen populasi yang telah divaksin (Vaccinated), serta menganalisa dinamika penyebaran
penyakit campak dengan melihat pengaruh proporsi populasi rentan yang telah divaksin dan laju infeksi ketika
individu rentan berinteraksi dengan individu terinfeksi.

2. Formulasi Model

Untuk membangun model deterministik SVEIR penyebaran penyakit campak diasumsikan beberapa hal sebagai
berikut.

1. Recruitmen rate terhadap populasi rentan (S) merupakan individu berusia ≥ 9 bulan yang diasumsikan
konstan sebesar Λ. Hal ini dikarenakan bayi < 9 bulan memiliki kekebalan bawaan dari ibunya.

2. Populasi yang telah telah divaksin (V) merupakan populasi rentan yang telah mendapatkan vaksin yang
diasumsikan proporsional terhadap populasi rentan sebesar θ dengan 0 ≤ θ < 1, sehingga populasi rentan
yang tidak mendapat vaksin sebesar 1− θ.

3. Individu rentan terinfeksi virus campak apabila berinteraksi dengan individu terinfeksi dengan laju infeksi
sebesar α.

4. Laju kematian alami di setiap kompartemen diasumsikan sama sebesar η.
5. Penyakit campak memiliki masa inkubasi sehingga ketika masa inkubasi berakhir individu pada

kompartemen Exposed (E) akan berpindah ke kompartemen Infected (I) dengan laju sebesar β.
6. Individu pada kompartemen Exposed (E) berpindah ke kompartemen Recovered (R) dengan laju sebesar

ξ karena melakukan penanganan awal terhadap penyakit campak setelah melalui pemeriksaan serologis
atau virologis.

7. Laju kesembuhan individu yang terinfeksi campak sebesar δ.
8. Penyakit campak dapat menyebabkan kematian (fatal) dengan laju kematian sebesar ζ.
9. Individu yang telah divaksin dan telah sembuh dari penyakit campak akan memperoleh kekebalan

permanen sehingga tidak akan kembali terinfeksi lagi.
10. Dalam populasi diabaikan proses migrasi dan emigrasi.

Secara skematis penyebaran penyakit campak dengan model SVEIR disajikan dalam diagram transfer berikut.

Model matematika penyebaran penyakit campak berdasarkan diagram transfer pada Gambar 1 diberikan oleh:

dS
dt

= Λ− α(1− θ)SI − (η + θ)S,

dV
dt

= θS− ηV,

dE
dt

= α(1− θ)SI − (β + η + ξ)E,

dI
dt

= βE− (ζ + η + δ)I,

dR
dt

= δI + ξE− ηR.

(1)
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Gambar 1. Skema model SVEIR pada penyebaran penyakit campak

3. Titik Ekuilibrium

Titik ekuilibrium dari model (1) diperoleh dengan menyelesaikan
dS
dt

=
dV
dt

=
dE
dt

=
dI
dt

=
dR
dt

= 0 secara
simultan, sehingga diperoleh:

(a) Titik bebas penyakit campak, P1 diberikan oleh

P1 = (S0, V0, E0, I0, R0) =

(
Λ

η + θ
,

Λθ

η(η + θ)
, 0, 0, 0

)
. (2)

(b) Titik endemik penyakit campak, P2 diberikan oleh

P2 = (S∗, V∗, E∗, I∗, R∗) (3)

dengan

S∗ =
Λ

(η + θ)R0
,

V∗ =
Λθ

η(η + θ)R0
,

E∗ =
κ1(R0 − 1)(η + θ)

αβ(1− θ)
,

I∗ =
(R0 − 1)(η + θ)

α(1− θ)
,

R∗ =
(δβ + ξκ1)(R0 − 1)(η + θ)

αηβ(1− θ)
,

(4)

dengan κ1 = ζ + η + δ, κ2 = β + η + ξ, dan R0 =
αΛβ(1− θ)

κ1κ2(η + θ)
merupakan bilangan reproduksi dasar untuk

model (1). Bilangan reproduksi dasar, R0, didefinisikan sebagai jumlah infeksi baru yang dihasilkan oleh
adanya satu individu terinfeksi dalam populasi, yang merupakan parameter ambang batas yang digunakan
untuk memprediksi apakah suatu penyakit akan habis atau terus ada [11]. R0 didefinisikan sebagai radius
spectral atau nilai eigen terbesar dari matriks generasi selanjutnya (FV−1) dengan

F =


αΛ(1− θ)

η + θ
0

0 0

dan V =

 0 κ2

κ1 −β

 . (5)

Selanjutnya diberikan syarat eksistensi dan kestabilan lokal titik ekuilibrium model (1).

Definisikan Ω := {(S, V, E, I, R) ∈ R5
+|S ≥ 0, V ≥ 0, E ≥ 0, I ≥ 0, R ≥ 0, ∀t ≥ 0} dan semua parameter yang

digunakan bernilai positif. Misalkan Pi = (S, V, E, I, R), i = 1, 2 adalah solusi dari sistem (1), Pi dikatakan titik
ekuilibrium dari sistem (1) jika {S, V, E, I, R} ∈ Ω untuk setiap S, E, I, R, V ∈ R. Hal ini berdasarkan kondisi
biologis, bahwa setiap kompartemen harus bernilai tak negatif. Jelas bahwa P1 selalu ada di Ω. Selanjutnya akan
diberikan teorema yang menyatakan eksistensi titik ekuilibrium P2.
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Teorema 1. Titik endemik penyakit campak P2 ada di Ω jika R0 ≥ 1.

bukti. Dari pers. (4) dapat dilihat bahwa jika R0 > 1 maka titik endemik campak P2 = (S∗, V∗, E∗, I∗, R∗)
memenuhi S∗, V∗, E∗, I∗, R∗ > 0. Apabila R0 = 1, maka P2 = P1 ∈ Ω. �

4. Kestabilan Titik Ekuilibrium

Analisis kestabilan lokal di sekitar titik ekuilibrium ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks Jacobi yang
diperoleh dari metode linierisasi. Matriks Jacobi dari model (1) diberikan oleh

J =


−(α(1− θ)I + η + θ) 0 0 −α(1− θ)S 0

θ −η 0 0 0
α(1− θ)I 0 −κ2 α(1− θ)S 0

0 0 β −κ1 0
0 0 ξ δ −η

 . (6)

Teorema 2. Kestabilan lokal titik ekuilibrium.

(i) Jika R0 < 1, maka titik bebas penyakit campak P1 stabil asimtotik lokal.
(ii) Jika R0 > 1, maka titik endemik penyakit campak P2 stabil asimtotik lokal.

bukti. (i) Matriks Jacobi dari model (1) dihitung di P1 diberikan oleh

J(P1) =



−(η + θ) 0 0 −Λα(1− θ)

η + θ
0

θ −η 0 0 0

0 0 −κ2
Λα(1− θ)

η + θ
0

0 0 β −κ1 0
0 0 ξ δ −η


. (7)

Dengan menghitung det[λI − J(P1)] = 0, diperoleh nilai eigen dari matriks (7) sebagai berikut.

λ1 =− (η + θ),
λ2,3 =− η,

λ4 =− κ1 + κ2

2
− 1

2

√
(κ1 − κ2)2 + 4κ1κ2R0

λ5 =− κ1 + κ2

2
+

1
2

√
(κ1 − κ2)2 + 4κ1κ2R0

Jelas bahwa λ1,2,3,4 < 0. Hal ini berarti kestabilan titik bebas penyakit bergantung pada λ5. Karena R0 < 1
maka

R0 − 1 < 0
4κ1κ2(R0 − 1) < 0

(κ1 + κ2)
2 − 4κ1κ2 + 4κ1κ2R0 < (κ1 + κ2)

2

(κ1 − κ2)
2 + 4κ1κ2R0 < (κ1 + κ2)

2

−κ1 + κ2

2
+

1
2

√
(κ1 − κ2)2 + 4κ1κ2R0 < 0

λ5 < 0.

Dengan demikian terbukti bahwa jika R0 < 1 maka P1 stabil asimtotik lokal.
(ii) Matriks Jacobi dari model (1) dihitung di P2 diberikan oleh

J(P2) =



−(η + θ)R0 0 0 −αΛ(1− θ)

(η + θ)R0
0

θ −η 0 0 0

(η + θ)(R0 − 1) 0 −κ2
αΛ(1− θ)

(η + θ)R0
0

0 0 β −κ1 0
0 0 ξ δ −η


. (8)
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Gambar 2. Diagram bifurkasi model (1) dengan parameter bifurkasi α serta menggunakan nilai-nilai parameter
(10) dan θ = 0.1
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t

0.0
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0.4

0.5

I(t
)

= 0.15
= 0.45

Gambar 3. Kurva deret waktu model (1) dengan nilai parameter (10) dan θ = 0.1

Polinom karakteristik dari J(P2) diberikan oleh

λ5 + a1λ4 + a2λ3 + a3λ2 + a4λ + a5 = 0, (9)

dengan

a1 =(η + θ)R0 + 2η + κ1 + κ2,

a2 =η2 + (2η + κ1 + κ2)(η + θ)R0 + 2η(κ1 + κ2),

a3 =(κ1 + κ2)η
2 + (η + θ)

[
η2R0 + 2ηR0(κ1 + κ2) + κ1κ2(R0 − 1)

]
,

a4 =η(η + θ)(R0(κ1 + κ2)η + 2κ1κ2(R0 − 1)),

a5 =κ1κ2η2(η + θ)(R0 − 1).

Koefisien dari polinom karakteristik (9) ai untuk semua i = 1, 2, 3, 4, 5 positif, a1a2a3− a2
3 + a2

1a4 positif, dan
(a1a4 − a5)(a1a2a3 − a2

3 − a2
1a4)− a5(a1a2 − a3)

2 + a1a2
5 positif jika R0 > 1. Dengan menggunakan kriteria

Routh-Hurwitz untuk polinom pangkat 5 diperoleh bahwa polinom karakteristik (9) memiliki bagian riil
dari nilai eigen yang bernilai negatif. Dengan demikian, titik endemik penyakit campak P2 stabil asimtotik
lokal.

�
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Gambar 4. Diagram bifurkasi model (1) dengan parameter bifurkasi θ serta menggunakan nilai-nilai parameter
(10) dan α = 0.4
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Gambar 5. Kurva deret waktu model (1) dengan nilai parameter (10) dan α = 0.4

Bilangan reproduksi dasar, R0 sebagai fungsi dari parameter laju infeksi (α) atau proporsi individu yang divaksin
(θ) memiliki makna penting dalam model (1). Oleh karena itu, pada artikel ini dipandang parameter α atau θ
sebagai parameter bifurkasi.

Teorema 3. Model (1) di sekitar titik bebas penyakit campak P1 mengalami bifurkasi maju ketika α melewati

α∗ =
κ1κ2(η + θ)

Λβ(1− θ)
atau θ melewati θ∗ =

αΛβ− κ1κ2η

κ1κ2 + αΛβ
.

bukti. Ketika α < α∗ diperoleh R0 < 1, sehingga satu-satunya titik ekuilibrium model (1) adalah titik bebas
penyakit P1 yang stabil asimtotik lokal. Namun, ketika α melewati titik bifurkasi α∗, yaitu ketika α > α∗ diperoleh
R0 > 1 sehingga mengakibatkan P1 kehilangan kestabilannya disertai muncul titik ekuilibrium baru P2 yang
stabil asimtotik lokal. Hal yang serupa terjadi ketika θ < θ∗ dalam hal ini R0 > 1 maka terdapat dua titik
ekuilibrium, yaitu P1 yang tidak stabil dan P2 yang stabil simtotik lokal. Selanjutnya ketika θ melewati titik
bifurkasi θ∗ yaitu ketika θ > θ∗, kedua titik ekuilibrium melebur jadi satu menghasilkan titik ekuilibrium bebas
penyakit, P1 yang stabil asimtotik lokal. Kedua fenomena ini disebut bifurkasi maju. �
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5. Simulasi Numerik

Untuk mendukung hasil analisis yang diberikan pada bagian sebelumnya, diberikan simulasi numerik dengan
menggunakan metode Runge-Kutta orde 4 [12]. Nilai-nilai parameter yang digunakan dalam simulasi
disesuaikan dengan hasil analisis karena ketersediaan data yang terbatas. Adapun nilai-nilai parameter yang
digunakan adalah sebagai berikut.

Λ = 0.8, η = 0.05, β = 0.1, ζ = 0.1, δ = 0.2, dan ξ = 0.1. (10)

Dengan nilai parameter θ = 0.1 dan memvariasikan nilai parameter laju infeksi α pada interval 0.1 < α < 0.5
diperoleh diagram bifurkasi pada Gambar 2. Titik bebas penyakit campak P1 yang stabil asimtotik ketika α <
α∗(R0 < 1) menjadi tak stabil disertai munculnya titik endemik penyakit campak P2 ketika α > α∗(R0 > 1)
dengan α∗ = 0.1822916667(R0 = 1). Berdasarkan Teorema 3, fenomena ini disebut bifurkasi maju. Adapun
perilaku solusi model (1) ditunjukkan oleh perilaku solusi pada kompartemen Infected (I) saja, karena solusi
pada kompartemen lain akan mengikuti. Dapat dilihat bahwa ketika α = 0.15 yang berarti bahwa R0 < 1, P1
stabil asimtotik (kurva berwarna merah) dan ketika α = 0.4 yang berarti R0 > 1, P2 stabil asimtotik (kurva
berwarna biru) seperti ditunjukkan pada Gambar 3. Hal ini bersesuaian dengan hasil pada Teorema 2.

Hal yang serupa terjadi bila menetapkan nilai parameter α = 0.4 dan memvariasikan nilai parameter yang
menyatakan proporsi populasi rentan yang divaksin, θ pada interval 0.1 < θ < 0.3 diperoleh diagram bifurkasi
pada Gambar 4. Titik bebas penyakit campak P1 yang semula tidak stabil disertai eksisnya titik endemik
penyakit campak P2 yang stabil asimtotik ketika θ < θ∗(R0 > 1) melebur menjadi titik bebas penyakit campak
P1 yang stabil asimtotik ketika θ > θ∗(R0 < 1) dengan θ∗ = 0.2311715481(R0 = 1). Fenomena ini berdasarkan
Teorema 3 disebut bifurkasi maju. Perilaku solusi model (1) yang ditunjukkan oleh solusi pada kompartemen
Infected (I) menunjukkan bahwa untuk dua nilai θ yang berbeda maka solusinya mendekati dua nilai yang
berbeda. Hal ini ditunjukkan ketika θ = 0.125 yang berarti R0 > 1, P2 stabil asimtotik (kurva berwarna biru),
dan ketika θ = 0.275 yang berarti R0 < 1, P1 stabil asimtotik (kurva berwarna merah) seperti pada Gambar 5.
Hal ini bersesuaian pula dengan hasil pada Teorema 2.

Berdasarkan simulasi numerik yang diberikan dapat disimpulkan bahwa parameter bifurkasi α dan θ dapat
mempengaruhi eksistensi dan kestabilan titik ekuilibrium model (1). Ketika R0 < 1 yang terjadi ketika α < α∗

atau θ > θ∗ maka dalam jangka waktu yang cukup panjang penyakit campak akan menghilang, dan ketika
R0 > 1 yang terjadi ketika α > α∗ atau θ < θ∗ maka dalam jangka waktu yang cukup panjang penyakit campak
akan menyebar.

6. Kesimpulan

Model penyebaran penyakit campak dengan adanya vaksinasi telah dianalisis. Dari hasil analisis diperoleh dua
titik keseimbangan, yaitu titik bebas penyakit campak yang stabil asimtotik lokal jika R0 < 1 dan titik endemik
penyakit campak yang eksis dan stabil asimtotik lokal jika R0 > 1. Selanjutnya dapat ditunjukkan secara
analitik dan numerik bahwa keberadaan bifurkasi maju yang diakibatkan oleh parameter laju infeksi (α) atau
proporsi individu yang divaksin (θ) dapat mempengaruhi bilangan reproduksi dasar R0 yang merupakan
indikator penyebaran suatu penyakit. Berdasarkan hal tersebut, upaya penanggulangan epidemik penyakit
campak dapat dilakukan dengan memperkecil laju infeksi (α) atau memperbesar proporsi individu yang
divaksin (θ).
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