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Abstrak

Penelitian ini mengembangkan model penyebaran COVID-19 menggunakan model SIR yang ditambahkan penggunaan masker kesehatan
dan karantina bagi individu terinfeksi. Populasi dibagi menjadi enam subpopulasi yaitu subpopulasi rentan tidak menggunakan masker
kesehatan, rentan menggunakan masker kesehatan, terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan, terinfeksi menggunakan masker
kesehatan, karantina bagu individu terinfeksi, dan subpopulasi sembuh. Hasilnya diperoleh dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium
bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik serta bilangan reproduksi dasar (R0). Eksistensi titik ekuilibrium bebas penyakit tanpa syarat,
sedangakan titik ekulibrium endemik ada jika bilangan reproduksi dasar lebih dari satu. Analisis kestabilan titik ekuilibrium bebas
penyakit stabil asimtotik lokal saat bilangan reproduksi dasar kurang dari satu. Selanjutnya dilakukan simulasi numerik untuk
memberikan gambaran geometris terkait dengan hasil yang telah dianalisis. Hasilnya simulasi numerik mendukung hasil analisis yang
diperoleh. Terakhir analisis sensitivitas bilangan reproduksi dasar yang dilakukan diperoleh empat parameter yang dominan berpengaruh
terhadap bilangan reproduksi dasar yakni berturut-turut tingkat kontak individu rentan dengan terinfeksi, tingkat penggunaan masker
kesehatan, tingkat pelepasan masker kesehatan, dan tingkat karantina bagi individu terinfeksi.

Kata Kunci: COVID-19; Masker Kesehatan; Model SIQR; Bilangan Reproduksi Dasar; Kestabilan Titik Ekulibrium

Abstract

This study developed a model for the spread of COVID-19 disease using the SIR model which was added by a health masks and quarantine for infected 
individuals. The population is divided into six subpopulations, namely the subpopulation susceptible without a health mask, susceptible using a health 
mask, infected without using a health mask, infected using a health mask, quarantine for infected individuals, and the subpopulation to recover. The 
results obtained two equilibrium points, namely the disease-free equilibrium point and the endemic equilibrium point and the basic reproduction number
(R0). The existence of a disease-free equilibrium point is unconditional, whereas an endemic equilibrium point exists if the basic reproduction number is 
more than one. Stability analysis of the local asymptotically stable disease-free equilibrium point when the basic reproduction number is less than one. 
Furthermore, numerical simulations are carried out to provide a geometric picture related to the results that have been analyzed. The results of numerical 
simulations support the results of the analysis obtained. Finally, the sensitivity analysis of the basic reproduction numbers carried out obtained four 
parameters that dominantly affect the basic reproduction number, namely the rate of contact of susceptible individuals with infection, the rate of health
mask use, the rate of health mask release, and the rate of quarantine for infected individuals.

Keywords: COVID-19; Health Mask; SIQR Model; Basic Reproduction Number; Stability of Equilibrium Point

1. Pendahuluan

Pada awal tahun 2020 dunia dihebohkan dengan adanya infeksi penyakit baru yang disebabkan oleh virus
Corona, penyakit ini dinamakan Coronavirus Disease 2019 (COVID-19) [1]. Sebelumnya virus corona telah
menimbulkan penyakit lebih serius seperti Severe Acute Respiratory Syndrom-Corona Virus (SARS-CoV) yang
mewabah pada tahun 2003 dan Middle East Raspiratory Syndrom-Corona Virus (MESR-CoV) mewabah pada tahun
2012 [2, 3]. COVID-19 adalah penyakit sindrom pernafasan yang disebabkan oleh salah satu jenis corona virus
SARS-CoV-2. COVID-19 dapat menimbulkan gejala ringan, sedang atau berat, gejala klinis utama yang muncul
yaitu demam, batuk dan kesulitan bernapas [4]. Secara umum penularan virus ini terjadi melalui droplet atau
cairan tubuh yang terpercik pada seseorang atau benda-benda disekitar yang berjarak 1-2 meter melalui batuk
dan bersin [5–7]. World Health Organization (WHO) menyampaikan bahwa wabah COVID-19 pertama kali
dilaporkan di Wuhan China, pada 31 Desember 2019 [8]. Selanjutnya pada tanggal 11 Maret 2020 WHO
mengumumkan COVID-19 telah menginveksi lebih dari 118.000 orang, menyebar di 114 negara dan
mengakibatkan 4.291 orang meninggal. Atas dasar tersebut WHO menetapkan COVID-19 sebagai pandemi
global yang artinya COVID-19 telah menyebar luas di seluruh dunia [9].

Indonesia mengkonfirmasi kasus pertama COVID-19 pada tanggal 02 maret 2020, ada dua orang warga
Indonesia positif terjangkit virus COVID-19 yang diduga tertular dari warga negara Jepang. Penambahan
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jumlah kasus COVID-19 di Indonesia pun terus bertambah hingga mencapai satu juta kasus pada tanggal 26
Januari 2021 atau 11 bulan sejak konfirmasi kasus pertama COVID-19 di Indonesia. Hingga 11 Mei 2021 tercatat
1.718.575 kasus terkonfirmasi positif, 1.574.615 sembuh dan 47.218 menginggal dunia [10]. Upaya pengendalian
penyebaran COVID-19 di Indonesia adalah dengan menerapkan kebijakan protol kesehatan yakni 3M
(Memakai Masker, Mencuci Tangan, Menjaga Jarak) [11]. Selain itu Pemerintah Indonesia juga memberlakukan
kebijakan karantina atau isolasi pasien penderita COVID-19, bagi pasien dengan resiko tinggi dikarantina
rumah sakit sedangkan pasien tanpa gejala dikarantina di tempat-tempat yang disediakan pemerintah atau
karantina mandiri. Pasien COVID-19 diisolasi supaya tidak melakukan kontak terhadap masyarakat sekitar
sehingga diharapkan tidak menularkan kepada orang lain sampai dinyatakan sembuh.

Pemodelan matematika merupakan salah satu pendekatan yang dapat digunakan untuk menjelaskan
permasalahan yang terjadi dalam dunia nyata dan mencari penyelesaiannya [3, 12]. Sehingga penelitian terkait
pemodelan matematika COVID-19 mulai banyak dikembangkan sejak pandemi terjadi pada awal tahun 2020.
Model dasar epidemi penyakit SIR (susceptible, infectious, removed) yang dikenalkan oleh Kermack &
McKendrick [13] diaplikasikan kedalam COVID-19 diantaranya oleh Fosu et al.[14], Imran et al. [15], Ivanova &
Dospatliev [16], Liao et al. [17], dan Mitra [18]. Selanjutnya model dikembangkan dengan penambahan
kompartemen individu dikarantina diantaranya oleh Amaku et al. [19], Chinazzi et al. [20], Tang et al. [21], dan
Xiang et al. [22]. Pemodelan matematika epidemi penyakit dengan menambahkan penggunaan masker
kesehatan sebelumnya telah dilakukan pada penyakit pernapasan seperti MERS-Cov [3, 23] dan penyakit
Pulmonary Tuberculosis (TBC) [24]. Sehingga pemodelan matematika epidemi penyakit dengan menambahkan
penggunaan masker kesehatan juga dapat diaplikasikan kedalam COVID-19.

Dalam penelitian ini akan dikembangkan model matematika penyebaran COVID-19 SIR dengan dengan
menambahkan penggunaan masker kesehatan dan karantina. Subpopulasi rentan (S) dibagi menjadi dua
subpopulasi yaitu subpopulasi rentan tidak menggunakan masker kesehatan (S1) dan subpopulasi rentan
menggunakan masker kesehatan (S2) dan subpopulasi terinfeksi (I) dibagi menjadi dua subpopulasi terinfeksi
yaitu subpopulasi individu terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan (I1) dan subpopulasi terinfeksi
menggunakan masker kesehatan (I2). Model yang diperoleh selanjutnya dianalisis kestabilan titik
ekulibriumnya. Setelah itu akan dilakukan simulasi model untuk memberikan gambaran geometris dari solusi
dan untuk mendukung teorema yang diperoleh. Terakhir dilakukan analisis sensitifitas parameter-parameter
model terhadap bilangan reproduksi awal untuk mengetahui parameter yang dominan berpengaruh terhadap
penyebaran COVID-19.

2. Formulasi Model

Model matematika dalam penelitian ini membagi populasi individu menjadi enam subpopulasi yaitu
subpopulasi individu rentan tidak menggunakan masker kesehatan (S1), individu rentan menggunakan
masker kesehatn (S2), subpopulasi individu terinfeksi tidak menggunkan masker kesehatan (I1), individu
terinfeksi menggunakan masker kesehatan (I2), karantina (Q), dan sembuh (R). Asumsi yang digunakan
dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Penyakit diasumsikan fatal.
2. Virus yang menyebabkan COVID-19 adalah virus corona.
3. Populasi diasumsikan tertutup, artinya tidak ada individu masuk kedalam populasi atau keluar dari

populasi (tidak ada migrasi).
4. Tingkat kelahiran dan kematian alami diasumsikan sama.
5. Populasi diasumsikan bercampuran homogen.
6. Individu rentan dengan menggunakan masker kesehatan (S2) tidak dapat tertular oleh virus.
7. Individu rentan dengan meggunakan masker kesehatan (S2) akan kembali ke komparteman rentan tidak

menggunakan masker kesehatan (S1) jika berhenti menggunakan masker kesehatan.
8. Individu terinfeksi dengan meggunakan masker kesehatan (I2) akan kembali ke komparteman infeksi tidak

menggunakan masker kesehatan (I1) jika berhenti menggunakan masker kesehatan.
9. COVID-19 menular melalui kontak langsung dengan individu terinfeksi virus corona.

10. Setiap individu yang terinfeksi pasti akan melalui proses karantina.
11. Individu yang terinfeksi dan dikarantina dapat meninggal akibat penyakit.
12. Individu yang dikarantina dapat sembuh dari penyakit.
13. Individu yang sembuh memiliki kekebalan.

Variabel dan parameter yang digunakan dalam model penyebaran COVID-19 dengan penggunaan masker
kesehatan dan karantina disajikan dalam Tabel 1 dan Tabel 2.
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Tabel 1. Daftar variabel model penyebaran COVID-19 dengan penggunaan masker kesehatan dan karantina

No. Variabel Definisi Syarat Satuan
1 N(t) Jumlah populasi individu pada waktu ke-t N(t) ≥ 0 Individu
2 S1(t) Jumlah individu rentan terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan

pada waktu ke-t
S1(t) ≥ 0 Individu

3 S2(t) Jumlah individu rentan terinfeksi menggunakan masker kesehatan pada
waktu ke-t

S2(t) ≥ 0 Individu

4 I1(t) jumlah individu terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan pada
waktu ke-t

I1(t) ≥ 0 Individu

5 I2(t) jumlah individu terinfeksi menggunakan masker kesehatan pada waktu ke-
t

I2(t) ≥ 0 Individu

6 Q(t) jumlah individu yang dikarantina pada waktu ke-t Q(t) ≥ 0 Individu
7 D(t) jumlah individu meninggal yang diakibatkan oleh penyakit pada waktu ke-

t
D(t) ≥ 0 Individu

8 R(t) jumlah individu sembuh dari penyakit pada waktu ke-t R(t) ≥ 0 Individu

Tabel 2. Daftar parameter model penyebaran COVID-19 dengan penggunaan masker kesehatan dan karantina

No. Parameter Definisi Syarat Satuan
1 µ Tingakt kelahiran dan kematian alami populasi individu µ ≥ 0 Perhari
2 u1 Tingkat penggunaan masker kesehatan u1 ≥ 0 Perhari
3 u2 Tingkat pelepasan masker kesehatan u2 ≥ 0 Perhari
4 β Tingkat individu rentan menjadi individu terinfeksi β ≥ 0 Perindividu perhari
5 α Tingkat individu yang dikarantina α ≥ 0 Perhari
6 γ Tingkat kematian yang diakibatkan oleh penyakit γ ≥ 0 Perhari
7 θ Tingakat kesembuhan tiap individu θ ≥ 0 Perhari

Secara skematis proses penyebaran COVID-19 dengan penggunaan masker kesehatan dan karantina adalah
sebagai berikut.

Gambar 1. Diagram transfer model matematika penyebaran COVID-19 dengan penggunaan masker kesehatan
dan karantina

Berdasarkan penjelasan di atas, maka penyebaran COVID-19 dengan penggunaan masker kesehatan dan
karantina dapat dimodelkan menjadi sistem persamaan diferensial biasa nonlinear sebagai berikut.

dS1

dt
= µN + u2S2 − S1(µ + u1)− βS1 I1

dS2

dt
= u1S1 − S2(µ + u2)

dI1

dt
= βS1 I1 + u2 I2 − I1(µ + u1 + α + γ)

dI2

dt
= u1 I1 − I2(µ + u2 + α + γ)

dQ
dt

= α(I1 + I2)− Q(µ + γ + θ)

dR
dt

= θQ − µR

(1)
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dengan nilai N =S1+S2+I1+I2+Q + R maka

dN
dt

= µN−µS1−µS2−µI1−µI2−µQ−µR−γI1−γI2−γQ

= µN−µ(S1+S2+I1+I2+Q + R)−γI1−γI2−γQ≤0,

sehingga N(t) ≤ k untuk k bilangan bulat positif. Jika digunakan satuan proporsi terhadap jumlah populasi
awal maka N(t) ≤ 1. Selanjutnya didefiniskan daerah invarian positif yang memenuhi sistem (1) yaitu

Ω =
{
(S1, S2, I1, I2, Q1, R) ∈ ℜ6

+ : 0 ≤ N ≤ 1
}

.

adalah himpunan tertutup domain dari sistem (1).

Diperhatikan bahwa kompartemen R tidak mempengaruhi laju perubahan jumlah individu pada kompartemen
yang lain, maka dalam analisis model yang dilakukan persamaan R untuk sementara dapat diabaikan dari
sistem. Sehingga sistem (1) dapat ditulis sebagai berikut.

dS1

dt
= N + u2S2 − S1( + u1)− S1 I1

dS2

dt
= u1S1 − S2( + u2)

dI1

dt
= βS1 I1 + u2 I2 − I1( + u1 + a + γ)

dI2

dt
= u1 I1 − I2( + u2 + a + γ)

dQ
dt

= a(I1 + I2)− Q( + γ + θ).

(2)

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Titik Ekulibrium dan Bilangan Reproduksi Dasar

Analisa model dilakukan dengan menganalisis kestabilan titik ekuilibrium model. Titik ekuilibrium diperoleh
dengan cara membuat persamaan pada sistem (2) sama dengan nol sebagai berikut.

µN + u2S2 − S1(µ + u1)− βS1 I1 = 0
u1S1 − S2(µ + u2) = 0

βS1 I1 + u2 I2 − I1(µ + u1 + α + γ) = 0
u1 I1 − I2(µ + u2 + α + γ) = 0
α(I1 + I2)− Q(µ + γ + θ) = 0

(3)

Titik ekuilibrium bebas penyakit adalah titik ekuilibrium pada saat tidak ada penyakit dalam populasi.
Terpenuhinya keadaan bebas penyakit adalah tidak ada satu individupun yang terinfeksi penyakit, sehingga
I1 = I2 = 0. Dengan mensubstitusikan I1 = I2 = 0 ke pers. (3) diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit
E1 (S1, S2, I1, I2, Q) =

(
µ+u2

µ+u1+u2
, u1

µ+u1+u2
, 0, 0, 0

)
.

Selanjutnya akan dicari titik ekuilibrium endemik yaitu titik ekuilibium saat kelas terinfeksi tidak nol atau saat
penyakit menyebar dalam populasi. Endemik penyakit artinya di dalam populasi selalu terdapat individu yang
terserang penyakit, sehingga diperoleh I pada titik ekuilibrium endemik penyakit yaitu I1 > 0 dan I2 > 0.
Diperoleh titik ekuilibrium endemik sistem 3 adalah E2(S∗

1 , S∗
2 , I∗1 , I∗2 , Q∗)

S∗
1 =

(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2)

β(µ + α + γ + u2)
,

S∗
2 =

u1(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2)

β(µ + α + γ + u2)(µ + u2)
,

I∗1 =
µ (β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)− (µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2))

β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)(µ + α + γ + u1 + u2)
,

I∗2 =
u1 I∗1

(µ + α + γ + u2)
, Q∗ =

αI∗1 (µ + α + γ + u1 + u2)

(µ + α + γ + u2)(µ + γ + θ)
.

(4)

JJBM | Jambura J. Biomath Volume 2 | Issue 2 | December 2021



Manaqib dkk – Model matematika penyebaran COVID-19... 72

Selanjutnya akan ditentukan bilangan reproduksi dasar menggunakan matriks generasi berikutnya (next
generation matrices). Penentuan bilangan reproduksi awal sistem (2) dengan cara sebagai berikut.

1. Lakukan pelinieran terhadap subsistem terinfeksi pada titik ekuilibrium bebas penyakit.

J =


∂
(

dI1
dt

)
∂I1

∂
(

dI1
dt

)
∂I2

∂
(

dI1
dt

)
∂Q

∂
(

dI2
dt

)
∂I1

∂
(

dI2
dt

)
∂I2

∂
(

dI2
dt

)
∂Q

∂
(

dQ
dt

)
∂I1

∂
(

dQ
dt

)
∂I2

∂
(

dQ
dt

)
∂Q


=

 βs1 − (µ + u1 + α + γ) u2 0
u1 −(µ + u2 + α + γ) 0
α α −(µ + γ + θ)


J(s1,s2,i1,i2,q,d) =

 β
(

µ+u2
µ+u1+u2

)
− (µ + u1 + α + γ) u2 0

u1 −(µ + u2 + α + γ) 0
α α −(µ + γ + θ)


2. Dekomposisi matriks jacobi (J) menjadi J = F − V , dengan F matriks transmisi dan V matriks transisi

F =

 β
(

µ+u2
µ+u1+u2

)
0 0

0 0 0
0 0 0

 , V =

 (µ + u1 + α + γ) −u2 0
−u1 (µ + u2 + α + γ) 0
−α −α (µ + γ + θ)


Hitung V−1

V−1 =


(µ+u2+α+γ)

A
u2
A 0

u1
A

(µ+u1+α+γ)
A 0

u1α+α(µ+u2+α+γ)
A(µ+γ+θ)

α(µ+u1+α+γ)+u2α
A(µ+γ+θ)

1
(µ+γ+θ)


dengan A = (µ + α + γ)(µ + u1 + u2 + α + γ).

3. Hitung R0 dengan R0 = ρ(FV−1)

FV−1 =

 β
(

µ+u2
µ+u1+u2

)
0 0

0 0 0
0 0 0




(µ+u2+α+γ)
A

u2
A 0

u1
A

(µ+u1+α+γ)
A 0

u1α+α(µ+u2+α+γ)
A(µ+γ+θ)

α(µ+u1+α+γ)+u2α
A(µ+γ+θ)

1
(µ+γ+θ)


=

 β
(

µ+u2
µ+u1+u2

)
µ+u2+α+γ

A β
(

µ+u2
µ+u1+u2

)
u2
A 0

0 0 0
0 0 0


Nilai eigen matriks (FV−1) diperoleh dari persamaan berikut

det
∣∣∣λI − FV−1

∣∣∣ = 0

⇔

 λ − β
(

µ+u2
µ+u1+u2

)
µ+u2+α+γ

A β
(

µ+u2
µ+u1+u2

)
u2
A 0

0 λ 0
0 0 λ

 = 0

⇔
(

λ − β

(
µ + u2

µ + u1 + u2

)
µ + u2 + α + γ

A

)
λ2 = 0

Sehingga diperoleh λ1,2= 0 dan

λ3 = β

(
µ + u2

µ + u1 + u2

)
µ + u2 + α + γ

A
.

Karena bilangan reproduksi dasar diperoleh dari radius spektral atau dari nilai eigen terbesar, maka
diperoleh

R0 =
β(µ + u2)(µ + u2 + α + γ)

(µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + u1 + u2 + α + γ)
(5)
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Teorema 1. (Eksistensi titik ekuilibrium)

(i) Jika R0 < 1 maka sistem (2) hanya memiliki satu titik ekuilibrium, yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit E1.
(ii) Jika R0 > 1 maka sistem (2) hanya memiliki dua titik ekuilibrium, yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit E1 dan titik

ekuilibrium endemik E2.

bukti. Untuk membuktikan teorema 1 perlu ditunjukkan jika R0 > 1 maka titik ekuilibrium E2 ada. Eksistensi
suatu titik ekuilibrium ditunjukkan dengan setiap elemennya positif sesuai syarat pembentukan model ini.
Perhatikan E2(S∗

1 , S∗
2 , I∗1 , I∗2 , Q∗) pada persamaan (4), karena semua parameter yang digunakan dalam

pemodelan ini positif maka jelas S∗
1 , S∗

2 , dan Q∗ positif. Sedangkan I∗2 positif jika I∗1 positif, sehingga untuk
menunjukkan semua elemen E2(S∗

1 , S∗
2 , I∗1 , I∗2 , Q∗) positif cukup ditunjukkan I∗1 .

I∗1 =
µ (β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)− (µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2))

β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)(µ + α + γ + u1 + u2)

=
µ

β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)(µ + α + γ + u1 + u2)

(β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)− (µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2))

=
µ

β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)(µ + α + γ + u1 + u2)
× (µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2)

(µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2)

(β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)− (µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2))

=
µ(µ + u1 + u2)(µ + α + γ)

β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)

(
β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)

(µ + u2)(µ + α + γ + u2)(µ + α + γ + u1 + u2)
− 1

)
=

µ(µ + u1 + u2)(µ + α + γ)

β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)
(R0 − 1) .

(6)

Berdasarkan pers. (6), karena R0 > 1 maka I∗1 > 0. ■

3.2. Kestabilan Titik Ekuilibrium

Model matematika penyebaran COVID-19 pada sistem (2) merupakan sistem nonlinear. Analisis perilaku
model dilakukan dengan terlebih dahulu membentuk matriks Jacobian hasil linearisasi sistem (2) disekitar titik
ekuilibrium. Matriks Jacobian hasil linearisasi model penyebaran COVID-19 disekitar titik ekuilibrium bebas
penyakit E1 (S1, S2, I1, I2, Q) adalah sebagai berikut.

J(E1)
=



∂
(

dS1
dt

)
∂S1

∂
(

dS1
dt

)
∂S2

∂
(

dS1
dt

)
∂I1

∂
(

dS1
dt

)
∂I2

∂
(

dS1
dt

)
∂Q

∂
(

dS2
dt

)
∂S1

∂
(

dS2
dt

)
∂S2

∂
(

dS2
dt

)
∂I1

∂
(

dS2
dt

)
∂I2

∂
(

dS2
dt

)
∂Q

∂
(

dI1
dt

)
∂S1

∂
(

dI1
dt

)
∂S2

∂
(

dI1
dt

)
∂I1

∂
(

dI1
dt

)
∂I2

∂
(

dI1
dt

)
∂Q

∂
(

dI2
dt

)
∂S1

∂
(

dI2
dt

)
∂S2

∂
(

dI2
dt

)
∂I1

∂
(

dI2
dt

)
∂I2

∂
(

dI2
dt

)
∂Q

∂
(

dQ
dt

)
∂S1

∂
(

dQ
dt

)
∂S2

∂
(

dQ
dt

)
∂I1

∂
(

dQ
dt

)
∂I2

∂
(

dQ
dt

)
∂Q


(S1,S2,I1,I2,Q)=

(
µ+u2

µ+u1+u2
, u1

µ+u1+u2
,0,0,0

)

J(E1)
=


−µ − u1 u2 −β

(
µ+u2

µ+u1+u2

)
0 0

u1 −µ − u2 0 0 0
0 0 β

(
µ+u2

µ+u1+u2

)
− (µ + u1 + α + γ) u2 0

0 0 u1 −µ − u2 − α − γ 0
0 0 α α −µ − γ − θ


Teorema 2. R0 < 1 maka titik ekuilibrium bebas penyakit E1 sistem (2) stabil asimtotik lokal.

bukti. Nilai eigen matriks Jacobi dari sistem (4) pada titik ekuilibrium bebas penyakit E1 diperoleh dari persaman
berikut.

det
(

λI − J(E1)

)
= 0
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ + µ + u1 −u2 β
(

µ+u2
µ+u1+u2

)
0 0

−u1 λ + µ + u2 0 0 0
0 0 λ − β

(
µ+u2

µ+u1+u2

)
+ (µ + u1 + α + γ) −u2 0

0 0 −u1 λ + µ + u2 + α + γ 0
0 0 −α −α λ + µ + γ + θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

⇔ (λ + µ + γ + θ) ((λ + µ + u1) (λ + µ + u2)− u1u2) ((λ + m) (λ + µ + u2 + α + γ)− u1u2) = 0,

dengan m = (µ + u1 + α + γ)− β

(
µ + u2

µ + u1 + u2

)
⇔ (λ + µ + γ + θ) PQ = 0

P = (λ + µ + u1) (λ + µ + u2)− u1u2

= λ2 + λ (2µ + u1 + u2) +
(

µ2 + µu2 + µu1

)
Q = (λ + m) (λ + µ + u2 + α + γ)− u1u2

= λ2 + λ (µ + u2 + α + γ + m) + m (µ + u2 + α + γ)− u1u2.

Maka diperoleh persamaan karakteristik untuk J(E1)
adalah

(λ + µ + γ + θ) PQ = 0 (7)

dengan

P = λ2 + λ (2µ + u1 + u2) +
(

µ2 + µu2 + µu1

)
(8)

Q = λ2 + λ (µ + u2 + α + γ + m) + m (µ + u2 + α + γ)− u1u2 (9)

Berdasarkan persamaan karakteristik (7) diperoleh λ1 = −µ − γ − θ, karena µ, γ, dan θ bernilai positif maka
bagian real dari nilai eigen pertama tersebut adalah negatif. Selanjutnya tanda dari bagian real nilai eigen
λ2, λ3, λ4, dan λ5 dianalisis dengan kriteria Routh-Hurwitz. Berdasarkan pers. (8) diperoleh

a0 = 1, a1 = 2µ + u1 + u2, a2 = µ2 + µu2 + µu1.

Karena µ,u1, dan u1 positif maka a0 > 0, a1 > 0, dan a2 > 0. Selanjutnya matriks Routh Hurwitz

∆1 = a1 > 0 dan ∆2 =

∣∣∣∣ a1 a0
0 a2

∣∣∣∣ = a1a2 karena a1 > 0dan a2 > 0 maka ∆2. Sehingga dapat disimpulkan

polinomial P memenuhi kriteria Routh Hurwitz, maka bagian real akar-akar polinomial P bernilai negatif atau
dapat dituliskan Re(λ2) < 0 dan Re(λ3) < 0.

Selanjutnya berdasarkan pers. (9) diperoleh

a0 = 1, a1 = µ + u2 + α + γ + m, a2 = m (µ + u2 + α + γ)− u1u2.

Diperhatikan bahwa

a1 = µ + u2 + α + γ + m

= (2µ + u1 + u2 + 2α + 2γ)− β

(
µ + u2

µ + u1 + u2

)
=

(2µ + u1 + u2 + 2α + 2γ)− β(µ + u2)

µ + u1 + u2

dan diketahui R0 < 1 maka

β(µ + u2)(µ + α + γ + u2) < (µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2) (10)

⇔ β(µ + u2) <
(µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2)

(µ + α + γ + u2)

<
(µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2)

(µ + α + γ)
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⇔ β(µ + u2) < (µ + u1 + u2)(µ + α + γ + u1 + u2) (11)

Diperhatikan pembilang dari a1

(2µ + u1 + u2 + 2α + 2γ)(µ + u1 + u2)− β(µ + u2)

= ((µ + α + γ) + (µ + α + γ + u1 + u2)) (µ + u1 + u2)− β(µ + u2)

> (µ + u1 + u2)(µ + α + γ + u1 + u2)− β(µ + u2).

Berdasarkan pers. (11),
(µ + u1 + u2)(µ + α + γ + u1 + u2) > β(µ + u2)

maka
(2µ + u1 + u2 + 2α + 2γ)(µ + u1 + u2)− β(µ + u2) > 0.

Terbukti pembilang dari a1 positif dan jelas bahwa penyebut dari a1 juga positif maka a1 > 0.

Diperhatikan bahwa

a2 = m (µ + u2 + α + γ)− u1u2

=

(
(µ + u1 + α + γ)− β

(
µ + u2

µ + u1 + u2

))
(µ + u2 + α + γ)− u1u2

=
((µ + u1 + α + γ)(µ + u1 + u2)− β(µ + u2)) (µ + u2 + α + γ)− u1u2(µ + u1 + u2)

µ + u1 + u2

sehingga pembilang dari a2 adalah

((µ + α + γ)(µ + u1 + u2) + u1(µ + u1 + u2)− β(µ + u2)) (µ + u2 + α + γ)− u1u2(µ + u1 + u2)

= ((µ + α + γ)(µ + u1 + u2)− β(µ + u2)) (µ + u2 + α + γ) + u1(µ + u1 + u2) (µ + u2 + α + γ)

− u1u2(µ + u1 + u2)

= ((µ + α + γ)(µ + u1 + u2)− β(µ + u2)) (µ + u2 + α + γ) + u1(µ + u1 + u2) (µ + α + γ)

+ u1u2(µ + u1 + u2)− u1u2(µ + u1 + u2)

= ((µ + α + γ)(µ + u1 + u2)− β(µ + u2)) (µ + u2 + α + γ) + u1(µ + u1 + u2) (µ + α + γ)

= (µ + α + γ)(µ + u1 + u2) (µ + u2 + α + γ) + u1(µ + u1 + u2) (µ + α + γ)− β(µ + u2) (µ + u2 + α + γ)

= (µ + α + γ)(µ + u1 + u2)(α + γ + µ + u1 + u2)− β(µ + u2) (µ + u2 + α + γ) .

Berdasarkan pers. (10),

(µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + α + γ + u1 + u2) > β(µ + u2)(µ + α + γ + u2)

maka
(µ + α + γ)(µ + u1 + u2)(α + γ + µ + u1 + u2)− β(µ + u2) (µ + u2 + α + γ) > 0.

Terbukti pembilang dari a2 positif dan jelas bahwa penyebut dari a2 juga positif maka a2 > 0.

Selanjutnya matriks Routh Hurwitz ∆1 = a1 > 0 dan ∆2 =

∣∣∣∣ a1 a0
0 a2

∣∣∣∣ = a1a2 karena a1 > 0dan a2 > 0maka

∆2 sehingga dapat disimpulkan polinomial Q memenuhi kriteria Routh Hurwitz, maka bagian real akar-akar
polinomial Q bernilai negatif atau dapat dituliskan Re(λ4) < 0 dan Re(λ5) < 0. Dengan demikian semua akar-
akar persamaan karakteristik untuk J(E1)

bagian realnya negatif. Sehingga berdasarkan teorema pada [25] dapat

disimpulkan bahwa titik ekulibrium bebas penyakit E1 =
(

µ+u2
µ+u1+u2

, u1
µ+u1+u2

, 0, 0, 0
)

stabil asimtotik lokal jika
R0 < 1. ■

3.3. Simulasi Numerik

Simulasi model dilakukan untuk memberikan gambaran geometris dari solusi dan untuk mendukung teorema
yang diperoleh. Simulasi numerik model matematika penyebaran COVID-19 dengan penggunaan masker
kesehatan dan karantina dengan mengambil nilai parameter dari beberapa penelitian. Secara sistematis nilai
parameter dapat disajikan dalam bentuk tabel sebagai berikut.
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Tabel 3. Nilai-nilai parameter

Parameter Nilai Satuan Referensi
µ 0,0125 perhari [26]
β 0,2 perindividu perhari [27]
u1 0, 6 perhari Asumsi
u2 0, 4 perhari Asumsi
α 0, 084 perhari [27]
θ 0, 155 perhari [28]
γ 0,025 perhari [28]

(a) t = 1 − 45 (b) t = 1 − 300

Gambar 2. Simulasi sistem (2) menuju titik ekuilibrium bebas penyakit

Hasil simulasi menggunakan program Maplesoft Maple 20 dan berdasarkan parameter pada Tabel 3 serta dengan
nilai awal S1(0) = 0, 5, S2(0) = 0, 3, I1(0) = 0, 15, I2(0) = 0, 05, Q(0) = 0, 0 diperoleh R0 = 0, 413724723 dan
disajikan dalam gambar berikut.

Berdasarkan Gambar 2 dapat dilihat populasi individu rentan tidak menggunakan masker kesehatan (S1) dan
populasi individu rentan menggunakan masker kesehatan (S2) meningkat dari kondisi awal hingga hari ke-300,
berturut-turut menuju titik 0,4074074074 dan 0,5925925926 serta stabil di titik tersebut. Populasi individu
terinfeksi tidak menggunakan masker kesehatan (I1) turun hingga hari ke-45 menuju titik 0 dan stabil di titik
tersebut. Populasi individu terinfeksi menggunakna masker kesehatan (I2) dan populasi individu yang
dikarantina (Q) awalnya meningkat tetapi setelah itu menurun menuju titik kestabilan 0 pada hari ke-45.
Kesimpulan yang diperoleh dari simulasi yang pertama ini adalah penyakit akan menghilang dari populasi
setelah hari ke-45 jika R0< 1, hasil ini sesuai dengan teorema 2 yang telah dibentuk sebelumnya.

Selanjutnya akan dilakukan simulasi numerik titik ekuilibrium endemik E2 untuk R0 > 1. Nilai parameter yang
digunakan sama dengan simulasi E1 kecuali parameter pelepasan masker u2 diperbesar menajadi u2 = 0, 85 dan
parameter penggunaan masker u1 diperkecil menjadi u1= 0, 15 sehingga diperoleh bilangan reproduksi dasar
R0 = 1, 214678422 serta digunakan nilai awal sama dengan E1.

Berdasarkan Gambar 3 dapat dilihat populasi individu rentan tidak menggunakan masker kesehatan (S1) dan
populasi individu rentan menggunakan masker kesehatan (S2) mengalami fluktuasi hingga stabil pada hari
ke-650, berturut-turut menuju titik 0,7012982501 dan 0,1219649130. Populasi individu terinfeksi tidak
menggunakan masker kesehatan (I1), populasi individu terinfeksi menggunakna masker kesehatan (I2) dan
populasi individu yang dikarantina (Q) awalnya menurun menuju nol tetapi setelah itu meningkat menuju titik
kestabilan pada hari ke-300 berturut-turut di titik 0.001969871121; 0,0003041489122 dan 0,0009922996514.
Kesimpulan yang diperoleh dari simulasi yang kedua ini adalah penyakit akan menetap pada populasi jika
R0> 1. Hasil ini sesuai dengan teorema 1 bahwa jika R0> 1 akan muncul titik ekuilibrium endemik.
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(a) t = 1 − 400 (b) t = 1 − 650

Gambar 3. Simulasi sistem (2) titik ekuilibrium endemik

3.4. Analisis Sensitifitas

Analisis sensitivitas digunakan untuk mengidentifikasi parameter yang memiliki pengaruh paling signifikan
pada nilai R0. Parameter yang berpengaruh signifikan pada R0 menunjukkan bahwa parameter tersebut
memiliki pengaruh yang paling dominan terhadap epidemi atau penyebaran COVID-19. Analisis sensitivitas
dalam penelitian ini merujuk pada penelitian [29, 30] yang selanjutnya diaplikasikan pada nilai parameter
Tabel 4. Sebagai contoh berikut disajikan perhitungan indeks sensitivitas R0 terhadap parameter β.

CR0
β =

∂R0

∂β
× β

R0

=
(µ + u2)(µ + u2 + α + γ)

(µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + u1 + u2 + α + γ)
× β(µ + u1 + u2)(µ + α + γ)(µ + u1 + u2 + α + γ)

(µ + u2)(µ + u2 + α + γ)

= 1

Tabel 4. Indeks sensitivitas parameter

No Parameter Indeks Sensitifitas
1 β 1
2 u1 -0,9960381543
3 u2 0,8854041722
4 α -0,6242458782
5 γ -0,1857874637
6 µ -0,07933267511

Indeks sensitivitas pada Tabel 4 secara berurutan menunjukkan parameter dengan indeks sensitivitas tertinggi
ke terendah. Sehingga dapat disimpulkan empat parameter yang berpengaruh signifikan terhadap persebaran
penyakit yaitu berturut-turut tingkat kontak individu rentan dengan terinfeksi (β), tingkat penggunaan masker
kesehatan (u1), tingkat pelepasan masker kesehatan (u2), dan tingkat individu yang dikarantina (α). Terdapat dua
parameter indeks sensitivitasnya positif yakni β dan u2, hal ini bermakna jika nilai parameter tersebut meningkat
maka persebaran COVID-19 juga akan meningkat dan sebaliknya. Selanjutnya ada empat parameter dengan
indeks sensitifitasnya negatif yakni u1, α,γ , dan µ, hal ini artinya dengan meningkatkan nilai parameter tersebut
akan berpengaruh terhadap menurunya persebaran COVID-19 dan sebaliknya.

Makna dari indeks sensitivitas β sebesar 1 adalah ketika parameter β diperbesar (atau diperkecil) sebesar misal
10% dan parameter lainnya tetap maka nilai R0 akan meningkat (atau menurun) sebesar 10%. Indeks sensitivitas
u1 sebesar -0,9960381543 memiliki makna ketika parameter α diperbesar (atau diperkecil) missal sebesar 10% dan
parameter lainnya tetap maka nilai R0 akan menurun (atau meningkat) sebesar 9,96%.
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Berdasarkan hasil analisis model dan simulasi numerik dapat disimpulkan penyakit ini akan menjadi mewabah
apabila R0 > 1. Tindakan selanjutnya untuk mencegah terjadinya wabah dapat dilakukan dengan cara membuat
nilai R0 < 1 yaitu dengan cara sebagai berikut:

1. Mengurangi kontak individu rentan dengan individu terinfeksi, misalkan dengan menghindari kerumunan
dan menjaga jarak.

2. Mengurangi laju pelepasan masker kesehatan dan meningkatkan laju penggunaan masker kesehatan baik
pada individu rentan ataupun terinfeksi. Pemerintah dapat mensosialisasikan kembali pentingnya
penggunaan masker sebagai upaya pencegahan penularan COVID-19.

3. Meningkatkan laju karantina bagi individu terinfeksi COVID-19 baik mandiri ataupun dirumah sakit bagi
individu yang terinfeksi.

4. Kesimpulan

Berdasarkan asumsi-asumsi yang telah ditetapkan pada penelitian ini, dapat disimpulkan diperoleh model
matematika penyebaran COVID-19 dengan penggunaan masker kesehatan dan karantina. Model yang
diperoleh berupa sistem persamaan differensial linear non linear. Dari model tersebut diperoleh dua titik
ekuilibrum yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Titik ekuilibrium bebas
penyakit memiliki kestabilan titik ekuilibrium stabil asimtotik tokal saat R0 < 1 dan titik ekuilibrium endemik
ada jika R0 > 1. Simulasi numerik model mendukung hasil analisis yang diperoleh. Terakhir analisis
sensitivitas bilangan reproduksi dasar yang dilakukan diperoleh empat parameter yang dominan berpengaruh
terhadap bilangan reproduksi dasar yakni berturut-turut dari yang paling berpengaruh, tingkat kontak
individu rentan dengan terinfeksi, tingkat penggunaan masker kesehatan, tingkat pelepasan masker kesehatan,
dan tingkat individu yang dikarantina.
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