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Abstrak

Artikel ini mengkaji model mangsa-pemangsa yang saling berkompetisi, dengan menggunakan
fungsi respon Monod-Haldane dan perilaku anti pemangsa. Artikel ini membahas penentuan titik
tetap, analisis kestabilan titik tetap dan simulasi numerik. Diperoleh tiga titik tetap yaitu Ty, T, dan
T; dimana kestabilan titik tetap T; selalu bersifat sadel, kestabilan titik tetap T, dan T; akan stabil
jika memenuhi syarat parameter yang telah ditentukan. Terdapat dua kasus dalam titik tetap Ts,
dimana kasus pertama bersifat simpul stabil dan kasus kedua bersifat spiral stabil.
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Abstract

This article examines a competing prey-predator model using the Monod-Haldane response
function and anti-predator behavior. This article discusses equilibrium point determination,
equilibrium point stability analysis, and numerical simulation. Obtained three equilibrium points,
namely Ty, T,, and Ts, where the equilibrium-point T, is always saddle, the stability of the
equilibrium points T, and Ts will be stable if it meets the predetermined parameter requirements.
There are two cases in the equilibrium point T, where the first case is vertically stable and the
second case is spiral stable.

Keywords: Predator-Prey Model;, Response Function; Monod-Haldane;, Anti Predators;
Equilibrium Point

1. Pendahuluan

Dalam kehidupan setiap makhluk hidup tidak dapat terlepas dengan yang namanya interaksi.
Interaksi merupakan suatu jenis tindakan yang terjadi ketika dua atau lebih objek mempengaruhi atau
memiliki efek satu sama lain. Salah satu interaksi yang terjadi adalah interaksi antara mangsa dan
pemangsa, yang sering disebut dengan interaksi prey-predator. Pada interaksi predator (pemangsa)
mengkonsumsi prey (mangsa) agar dapat bertahan hidup dan fungsi predator terhadap prey adalah
sebagai pengendali populasi prey [1]. Dinamika populasi adalah cabang ilmu kehidupan yang
mempelajari perubahan jangka pendek dan jangka panjang dalam komposisi ukuran dan usia
populasi, dan proses biologis serta lingkungan yang memengaruhi perubahan tersebut. Populasi yang
dinamis berkaitan dengan cara populasi dipengaruhi oleh angka kelahiran dan kematian, dan oleh
imigrasi dan emigrasi, dan mempelajari topik-topik seperti populasi yang menua atau penurunan
populasi [2]. Model matematika merupakan representasi matematika yang dihasilkan dari pemodelan
Matematika. Pemodelan Matematika merupakan suatu proses merepresentasikan dan menjelaskan
permasalahan pada dunia nyata ke dalam pernyataan matematis [3].

Beberapa penelitian telah dilakukan mengenai model matematika khususnya pada interaksi
predator-prey. Dalam [4] telah dikaji sistem predator-prey model leslie-gower dengan pemanenan
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secara konstan terhadap predator. Tujuan dari penelitian tersebut adalah memperlihatkan pengaruh
dari pemanenan Predator terhadap dinamik dari sistem. Sistem memiliki paling banyak dua titik tetap
yang memberikan dinamik berbeda disekitar titik tetap ketika pemanenannya divariasikan, dan
memperlihatkan terjadinya bifurkasi Hopf pada sistem. Mortoja et al. dalam [5] mengemukakan
bahwa Monod dan Haldane melakukan suatu penelitian terkait fungsi respon yang dikenal sebagai
fungsi respon Holling tipe IV. Penelitian ini didasari bahwa interaksi predator-prey tidak selamanya
monoton, yaitu saat dimana populasi mangsa meningkat maka populasi pemangsa akan menurun,
dikarenakan adanya sifat bertahan atau defending dari mangsa. Berikut persamaan fungsi respon
Monod-Haldane [6]:

Menurut Ruan dan Xiao, dalam [7], Sokol dan Howell [8] juga meneliti tentang predator-prey
yang bersifat tidak monoton. Dalam penelitiannya, Sokol dan Howell menyatakan bahwa model
fungsi respon Monod-Haldane yang mereka teliti secara signifikan lebih baik dan lebih sederhana.
Berikut persamaannya:

ax
n+ x2

p(x) =

Model predator-prey yang melibatkan perlakuan khusus terhadap predator juga telah dibahas
pada [9][10]. Dalam artikel ini, kami akan memodifikasi model predator-prey yang ada dalam [1]
dengan menggunakan model pertumbuhan logistik [11], fungsi respon Monod-Haldane dan perilaku
anti pemangsa. Dari hasil modifikasi model, kami melakukan proses penentuan titik tetap,
menganalisis kestabilan dari setiap titik tetap dan melakukan simulasi numerik pada salah satu titik
tetap. Simulasi tersebut bertujuan untuk memperlihatkan bahwa model memiliki kestabilan yang
bersifat simpul stabil dan spiral stabil.

2. Model Matematika

Model yang akan dibahas dalam artikel ini adalah model predator-prey dengan fungsi respon
Monod-Haldane dengan perilaku anti pemangsa. Banyak populasi pada waktu (t) terbagi menjadi 2
populasi yaitu populasi mangsa (x) dan populasi pemangsa (y). Asumsi-asumsi yang digunakan pada
model predator-prey sebagai berikut:

1) Hanya terdapat masing-masing 1 jenis mangsa dan 1 jenis pemangsa dalam populasi.

2) Populasi mangsa diasumsikan bertumbuh secara logistik dan berkurang dengan adanya interaksi
antar mangsa dan pemangsa yang tidak monoton.

3) Populasi pemangsa diasumsikan bertambah dengan adanya interaksi antar mangsa dan pemangsa
yang tidak monoton, berkurang karena laju kematian alami dan berkurang karena adanya perilaku
anti pemangsa dari populasi mangsa.

Berdasarkan asumsi diatas, diperoleh model persamaan berikut:

N Xy axy

x(t) =rx (1 K) P M
. bxy

y(t) = Yty my —nxy

Keterangan parameter disajikan pada Tabel 1.
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Tabel 1. Parameter yang digunakan

Simbol Keterangan Syarat
X Banyaknya populasi mangsa x=0
y Banyaknya populasi pemangsa y=0
T Laju pertumbuhan intrinsik mangsa r=0
K Daya tampung lingkungan K=>0
a Koefisien interaksi antara mangsa dan pemangsa yang a =0

berpengaruh terhadap laju pertumbuhan mangsa

b Koefisien interaksi antara mangsa dan pemangsa yang b >0
berpengaruh terhadap laju pertumbuhan pemangsa
Laju kematian alami pemangsa

n Tingkat kejenuhan pemangsaan n=0

Perilaku anti pemangsa n=0

Dengan menggunakan bentuk simplifikasi, dimana 8 = maka persamaan (1) menjadi:

x+ny?’
, X axy
x(t) =rx (1 — —) —
K X + ny?
, Y @
) _ Xy _
y(t) = T tnyr YT

Sesuai yang ada dalam [12], persamaan (2) ditransformasikan ke bentuk yang lebih sederhana
dengan cara penondimensionalan model [13]. Skala parameter yang digunakan yaitu:

t
K K t>—
x - Kx y - Ky _)Ka

Sehingga persamaan (2) menjadi:

x(t) = ax(1 — x) — Bxy

y(t) = yxy — 6y — pxy 3)
Dengan
T Bb m n
= — = —-— 6 = — [ —
a Ka 14 a Ka ¢ a

Dalam persamaan (3), parameter @ merepresentasikan tingkat pertumbuhan mangsa, parameter
y merepresentasikan tingkat interaksi antara mangsa dan pemangsa, parameter § merepresentasikan
tingkat kematian pemangsa, serta parameter ¢ merepresentasikan tingkat perilaku anti pemangsa.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Penentuan Titik Tetap

Titik tetap persamaan (3) diperoleh dengan menyelesaikan persamaan x(t) = 0 dan y(t) = 0,
sehingga diperoleh:

ax(1—x)—Bxy =0 3)
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4
yxy — 6y —¢xy =0 @

Dengan menyelesaikan sistem persamaan (4), diperoleh 3 titik tetap, yaitu T;(0,0), T,(1,0) dan
T5(x*,y*), dengan:

i )
X =—
y—¢
,_aly—¢—9)
Bly —¢)
Titik tetap T5(x*, y*) akan berada dikuadran pertama jika memenuhi:
)
x* >0 atau >0 (5)
y—¢
aly —¢ —6) (6)
*>0 atau ————>0
g B —9)

Agar persamaan (5) dan (6) terpenuhi, maka:
6>0 dany>8+¢

Pada saaty = § + ¢, titik tetap T3 akan menyatu dengan titik tetap T,. Pada saat § = 0, titik tetap T3
akan menyatu dengan titik tetap T;.

3.2. Analisis Kestabilan Titik Tetap
Dengan melakukan pelinearan [14] pada persamaan (4), diperoleh matriks jacobi sebagai berikut:

_(a—2ax — By —fx
]_< Yy — ¢y Vx—5—¢x)

7
Kita dapat menentukan kestabilan dari setiap titik tetap dengan menggunakan persamaan ka(ra%(teristik [15]
dan berdasarkan beberapa lemma berikut [16]:

Lemma 1. Persamaan (4) disekitar titik tetap T, selalu bersifat sadel.
Bukti:
Jika titik tetap T, (0,0) disubstitusikan ke dalam matriks jacobi (7) maka diperoleh:

Joo = (‘5‘ _05)

Dengan menyelesaikan persamaan karakteristik det(] 0,0) — Al ) = 0, diperoleh nilai eigen untuk matriks
J(0,0)> yaitu:

A =a dan 1, = =6

Parameter « dan § diasumsikan bernilai positif, maka A; > 0 dan 4, < 0. Karena nilai-nilai eigen yang
diperoleh berbeda tanda, maka titik tetap T, (0,0) memiliki kestabilan yang bersifat sadel.m

Lemma 2. Persamaan (4) disekitar titik tetap T, akan stabil jikay < § + ¢.
Bukti:
Jika titik tetap T, (1,0) disubstitusikan ke dalam matriks jacobi (7) maka diperoleh:

Jao = (_Oa 14 —_SB— q§)
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Dengan menyelesaikan persamaan karakteristik det(] a0 — M ) = 0, diperoleh nilai eigen untuk matriks
J1,0y5 yaitu:

M=—adan A, =y—-6—¢

Parameter a diasumsikan bernilai positif sehingga 4; < 0. Apabilay < § + ¢, maka diperoleh nilai 4, <
0. Sehingga titik tetap T, bersifat stabil.m

Lemma 3. Persamaan (4) disekitar titik tetap T5 akan stabil jika A < 0 dan B > 0.

Bukti:
Jika titik tetap T (x*, y*) disubstitusikan ke dalam matriks jacobi (7) maka diperoleh:
Joxr vy = (Mu M12>
(%) My, My,
Dimana:
ad Bs aly —¢ —6)
My, = Ty M=y T M = My, =
Nilai eigen diperoleh dengan menyelesaikan persamaan karakteristik det(](x*,y*) - Al ) = 0 yaitu:
My — A My | _ 0
M3q My, — 2
22 = (Myq + M)A + My My — My; My =0
A2—AL+B=0
Sehingga
A++VA? — 4B
Aip = 2
Dengan

ad Saly —¢p —98)
— . B=
y—¢ y—¢
Karena parameter a, § diasumsikan bernilai positif maka harus memenuhi A < 0. Jika B > 0, diperoleh § <
Y — ¢. Hal ini sesuai dengan syarat (21), maka titik tetap T5(x*, y*) bersifat stabil.m

3.3. Simulasi Numerik

Dinamika populasi mangsa-pemangsa dapat ditunjukkan melalui kurva bidang fase dan bidang
solusi yang menggambarkan populasi mangsa dan pemangsa pada kurun waktu tertentu. Dengan ini,
masing-masing variabel dan parameter membutuhkan suatu nilai awal untuk proses komputasi.
Proses komputasi pada simulasi ini dilakukan dengan bantuan software Wolfram Mathematica 11.3
dan software Maple 18.

Diasumsikan nilai parameter yang bernilai tetap untuk simulasi ini adalah ¢ = 0.1, § = 0.01
dan ¢ = 0.2. Parameter 8 dan y merupakan parameter kontrol pada sistem yang nilainya tidak selalu
tetap. Parameter yang digunakan dalam simulasi ini dapat dilihat pada Tabel 2.

Tabel 2. Pemilihan Nilai Parameter

Parameter Kasus 1 Kasus 2

a 0.1 0.1
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XN ™S >

0.01 0.01

0.2 0.2
0.22 0.23
0.22 0.23

T3

Simpul Stabil Spiral Stabil

3.3.1. Dinamika Populasi Predator-Prey Kasus 1

Pada kasus ini, parameter 56amper56 yang digunakan yaitu § = y = 0.22, serta nilai awal x(0) =
0.3 dan y(0) = 0.5. Titik tetap T5 yang diperoleh pada kasus ini adalah T5(0.5,0.227273). Nilai eigen
yang diperoleh adalah 4, = —0.0361803 dan A, = —0.0138197, schingga kestabilan titik tetap T3

bersifat simpul stabil.
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Gambar 1 Bidang Fase Kasus 1

Pada Gambar 1, diberikan ilustrasi bidang fase disekitar titik tetap dimana kedua populasi stabil menuju titik
tetap T5. Diperlihatkan bahwa jenis kestabilan titik tetapnya adalah stabil.
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Waktu

I— Miangssa Pemangsal

Gambar 2 Bidang Solusi Kasus 1

Pada Gambar 2, diperlihatkan bahwa di awal waktu kedua populasi mengalami penurunan jumlah, dimana
populasi mangsa S6amper mengalami kepunahan dikarenakan sifat defending yang dimiliki. Setelah itu,
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populasi pemangsa mengalami penurunan yang mengakibatkan populasi mangsa mengalami pertumbuhan.
Pada akhirnya kedua populasi tersebut stabil menuju ke satu nilai.

3.3.2. Dinamika Populasi Predator-Prey Kasus 2

Pada kasus ini, parameter kontrol yang digunakan yaitu § = y = 0.23, serta nilai awal x(0) = 0.2
dan y(0) = 0.6. Titik tetap T3 yang diperoleh pada kasus ini adalah T';(0.333333,0.289855). Nilai eigen
yang diperoleh adalah A; = —0.0166667 + 0.0197203i dan A, = —0.0166667 + 0.01972031,
sehingga kestabilan titik tetap T3 bersifat spiral stabil.
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Gambar 3 Bidang Fase Kasus 2

Pada Gambar 3, diberikan ilustrasi bidang fase disekitar titik tetap dimana kedua populasi stabil menuju titik
tetap T5. Diperlihatkan bahwa jenis kestabilan titik tetapnya adalah stabil.
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Gambar 4 Bidang Solusi Kasus 2

Pada Gambar 4, diperlihatkan bahwa di awal waktu kedua populasi mengalami penurunan jumlah,
dimana populasi mangsa hampir mengalami kepunahan pada interval waktu 0 — 50 hari dikarenakan sifat
defending yang dimiliki sedangkan populasi pemangsa mengalami penurunan jumlah pada interval waktu 0 —
150 hari. Kemudian pada interval waktu 50 — 200 hari populasi mengalami peningkatan jumlah populasi
yang signifikan sedangkan pada interval waktu 150 — 300 hari populasi pemangsa juga mengalami
peningkatan dikarenakan jumlah populasi mangsa meningkat sehingga menimbulkan interaksi antar mangsa
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dan pemangsa. Oleh sebab itu, pada interval waktu 200 — 300 hari populasi mangsa mengalami penurunan
dikarenakan interaksi tersebut. Pada akhirnya kedua populasi tersebut stabil menuju ke satu nilai.

4. Kesimpulan

Dari hasil analisis model, diperoleh tiga titik tetap, yaitu Ty, T, dan T5. Kestabilan titik tetap Ty
selalu bersifat sadel. Kestabilan titik tetap T, bergantung pada nilai parameter yang dipilih yang
menyebabkan kestabilannya bersifat sadel jika y > & + ¢ dan bersifat stabil jika y < § + ¢.
Kestabilan titik tetap T3 juga akan stabil jika memenuhi syarat A < 0 dan 6 < y — ¢. Dinamika
populasi mangsa-pemangsa model ini terbagi atas 2 kasus, dimana parameter f dan y merupakan
parameter kontrol pada sistem yang nilainya tidak selalu tetap. Pada kasus 1, kestabilan titik tetap T
bersifat simpul stabil dimana nilai parameter kontrolnya yaitu f = y = 0.22. Sedangkan pada kasus
2, kestabilan titik tetap T3 bersifat spiral stabil dimana nilai parameter kontrolnya yaitu f =y = 0.23.
Pada kedua kasus ini, hampir terjadi kepunahan pada populasi mangsa yang disebabkan oleh perilaku
anti pemangsa dan sifat defending dari mangsa.
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