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Abstrak

Artikel ini membahas tentang virus yang merusak sistem kekebalan tubuh, dengan menginfeksi dan
menghancurkan sel CD4, yaitu virus HIV (human immunodefiency virus). Infeksi HIV yang tidak segera
ditangani akan berkembang menjadi kondisi yang serius yang disebut AIDS (Acquired Immune Defiency
Syndrome). Tujuan penulisan artikel ini adalah Mengetahui model epidemik SIA pada penularan penyakit
HIV/AIDS, Mengetahui titik kesetimbangan dan melakukan analisis kestabilan dan Mengetahui penularan dan
pencegahan penyakit HIV/AIDS. Hasil pembahasan menunjukkan jika kedua kota dalam kondisi endemik
HIV/AIDS dibuktikan dengan nilai Ry > 1. Jika Ry < 1 maka hanya terdapat satu titik kesetimbangan bebas
penyakit yang stabil. R, > 1 maka terdapat dua titik kesetimbangan, titik kesetimbangan bebas penyakit yang
tidak stabil, dan titik kesetimbangan endemi yang stabil.
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1. Pendahuluan

HIV (human immunodefiency virus) adalah virus yang merusak sistem kekebalan tubuh, dengan
menginfeksi dan menghancurkan sel CD4. Semakin banyak sel CD4 yang dihancurkan, kekebalan tubuh akan
semakin lemah, sehingga rentan riserangi berbagai penyakit. Infeksi HIV yang tidak segera ditangani akan
berkembang menjadi kondisi yang serius yang disebut AIDS (Acquired Immune Defiency Syndrome). AIDS
adalah stadium akhir dari infeksi virus HIV. Pada tahap ini, kemampuan tubuh untuk melawan infeksi sudah
hilang sepenuhnya. Sampai saat ini belum ada obat untuk menangani HIV dan AIDS. Akan tetapi, ada obat
untuk memperlambat perkembangan penyakit tersebut dan dapat meningkatkan harapan hidup penderita.

Model matematika seringkali digunakan untuk menjelaskan fenomena dalam bidang biologi, seperti
penyebaran penyakit menular. Fenomena tersebut dimodelkan oleh persamaan diferensial dengan representasi
proses waktu kontinu. [1] melakukan penelitian analisa kestabilan penyebaran HIV/AIDS dengan edukasi
kesehatan melalui perluasan model SI (Susceptible-Infected), dampak edukasi kesehatan pada penyebaran
penyakit HIV/AIDS dikaji dengan analisis sensitivitas angka reproduksi efektif terhadap semua parameter
yang mendorong dinamika penyakit. [2] membahas tentang model SIA transmisi HIV di Ghana. Berdasarkan
referensi dari penelitian yang telah dilakukan sebelumnya, dalam penelitian ini dikaji model matematika
dinamika transmisi atau penularan HIVV/AIDS.

Model matematika epidemic yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah model epidemic penularan
HIV/AIDS yang dimodelkan dalam bentuk SIA. Model epidemic pada penularan HIVV/AIDS ini, populasi
manusia pada waktu t tetap terbagi dalam 3 populasi yaitu S, I, dan A. individu-individu yang termasuk dalam
kelompok Susceptible (S), menyatakan kelompok awal populasi yang rentan terkena penyakit. Infective (1),
menyatakan kelompok populasi yang terinfeksi penyakit. AIDS (A) yaitu kelompok populasi yang sudah
terkena penyakit.

Tujuan penelitian ini yaitu untuk mengetahui titik kesetimbangan, melakukan analisis kestabilannya,
menentukan bilangan reproduksi dasar, Mengetahui model epidemic SIA pada penularan penyakit HIV/AIDS,
dan Mengetahui penularan dan pencegahan penyakit HIV/AIDS.

2. Metode Penelitian

Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah kajian pustaka dengan tahap-tahap: (1) penentuan
masalah, (2) perumusan masalah, (3) studi pustaka, (4) analisis dan pemecahan masalah, (5) penarikan
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kesimpulan. Pemilihan dan perumusan masalah diperlukan untuk membatasi permasalahan sehingga diperoleh
bahan kajian yang jelas. Sehingga akan lebih mudah untuk menentukan langkah dalam memecahkan masalah
tersebut.

Tahap studi pustaka dilakukan dengan mengkaji sumber-sumber pustaka sehingga dieroleh gambaran
umum dan populasinya, model matematika, model epidemic SIA, sistem persamaan diferensial, nilai eigen
dan fektor eigen, simulasi model dengan software matematica. Dalam pembahasan ini dilakukan beberapa
langkah pokok yaitu. (1) Membangun model matematika pada penyebaran penyakit HIV/AIDS, (2) mencari
titik kesetimbangan dari model matematika, (3) menentukan bilangan reproduksi dasar (R,), (4) menganalisis
kestabilan titik kesetimbangan, (5) menginterpretasikan solusi model matematika.

3. Pembahasan

Model epidemic pada penularan HIVV/AIDS ini, populasi manusia pada waktu t tetap terbagi dalam 3
populasi yaitu S, I, dan A. individu-individu yang termasuk dalam kelompok Susceptible (S), menyatakan
kelompok awal populasi yang rentan terkena penyakit. Infective (1), menyatakan kelompok populasi yang
terinfeksi penyakit. AIDS (A) yaitu kelompok populasi yang sudah terkena penyakit. Secara skematis
diberikan pada Gambar 1.

Gambar 1. Skema penularan penyakit HIV/AIDS

Berdasarkan skema pada Gambar 1, diperoleh model matematika dalam bentuk sistem persamaan
diferensial sebagai berikut:

ds
d—f =b+ @s, — ¢sq — dsq — BSala — YOSpI, — YPSaly
dl,
P Bsaly + @Iy, — @ly + yosply + y@sgl, — dly — Ola
dA,

Pk 01, —vA,

dSb
P b —ds, + @sq — s, — Bsply —YPSaly — YPSpl,
dl,
Fr Bsply, + @l — @I, + ypsqly, + y@syly — dl, — 01p
dA,

dt = Hlb — VAb

dengan S;, I;, A; mewakili banyaknya populasi Susceptible, Infective, dan AIDS. Kedua kota diasumsikan
identic, sehingga parameter yang digunakan kedua kota sama. Parameter-parameter yang digunakan yaitu:

b = laju kelahiran
d = Rata rata kematian alami
B = Rata rata penularan

¢ = rata rata perpindahan penduduk
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y = rata rata penularan antar wilayah

0 = rata rata perubahan dari HIV menjadi AIDS

Vv = rata rata kematian akibat HIV/AIDS

Sa = populasi dari individu-individu rentan di KOTA A

la = populasi dari individu-individu terinfeksi HIV di KOTA A

Aa = populasi individu yang telah mencapai fase AIDS di KOTA A
Sb = populasi dari individu-individu rentan di KOTA B

Ib =populasi dari individu-individu terinfeksi HIV di KOTA B

Ab = populasi individu yang telah mencapai fase AIDS di KOTA B

3.1. Titik Tetap Tanpa Penyakit

.ASq _ dla _ dAq _ dSp _ dlp _ dAp _ .
Dengan membuat : il el T = 0, maka:
dS,

T — bt 0Sh —9Se —dSa = BSala —¥PSplp —YPSalp =0
=>b+ @S, — @S, —dS, =0
=>b+ ¢S, —(p+d)S, =0
_ b+ ¢S,
o +d

=S

a

ds,,
ar b —dSy + ¢Sq — @Sy — BSply, — v PSala — YPSply, =0

=>b—d5b+(p5a—(p5b=0
=>b—(d+9)S,— S, =0

=>b—dSb+<pSa—(p(b+(pSa)=
¢ +d

= (@ +d)b—(p+d)?%S, + b+ pS,) =0
= @b+ db — (¢ + d)%S, + b + ¢S, =0

= @b+db+ @b+ [p?>—(p+d)?] S, =0

= 2¢pb +db + [¢p? — 9% — 2¢pd — d?]S, = 0

= (2pd + d?)S;, = 2¢b + db

L 2¢b +db
b7 20d +d?
_ bRe+d)
P d2¢ + d?)
Sp ==
=Sy =
Dari persamaan (1), yaitu :
b+ (pSa b
“ = To+d Substitusi nilai S, = —
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a:

Didapat titik tetap tanpa penyakit

b b
PO = (Sa,la,Aa,Sb,Ib,Ab) = (E' 0 ) 0 ;E; 0 ;0 )

3.2. Mencari Bilangan Reproduksi Dasar (R0)

Dengan mengambil sistem persamaan yang memuat populasi teinfeksi (1) dan populasi AIDS (A) pada
kedua kota

dl
d_; = ,BSaIa + V(prIb + V¢Salb + §01b - §01a - dIa - 91(1
dA,

Pl 01, —vA,

dl,
P BSplp +v9Sala + v@Sply + @lg — @I, — dI, — 601,

% = 01, —v4,
dt
Jumlahkan persamaan (1) dan (3), (2) dan (4):
dl, dlI,
E + E = ﬂSaIa + ﬂSbIb + )/QDSbIb + )/QDSaIa + )/QDSaIb + Vq)sb]a - dIa - dIb - 91a - Hlb
a 9% _ o1 461, —vA, —vA
dt dt a b a b

Maka berdasarkan persamaan diatas diperoleh matriks F dan V, sebagai berikut :

Fe [BSaIa + BSply +Y9Splp +vPSala +YPSaly + V@Sbla]
01, + 01,

V= [(d +0),+(d+ 9)1,,]
VA, + VA,

Matriks jacobian dari matriks diatas adalah sebagai berikut :

F=j(F)= [,BSa + V‘pga + oSy g] ’ V=)= [d ‘(')‘ 0 g]

Substitusi titik tetap tanpa penyakit kepersamaan diatas :

b+ b+ bO
F=|Fgtreg V(pd]

0 0
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Bb + 2y@b

d
0 0

d+6 0]
0 v

F

/|

Menentukan matriks next generation (K), dimana K = F.V~1 karena,
1

V=[d?)_9 8] Vo dze

Sl O

Maka didapat K :

(b +2ypb 1 |——
R +
K = d 0 .

0 0 0

Sl= O

5b + 2ypb
d(d+9)
6
d+6

Akan ditentukan RO dengan mencari nilai eigen positif terbesar dari matriks K
|[K —AIl =0

Bb + 2ypb 0
d(d +0) —0
b 2
d+6
Bb + 2ypb ) _
(d(d+9) —4)En=0
_ __ Bb+2ypb
=0, 4= d(d + 6)

Dapat ditentukan RO adalah nilai eigen positif terbesar :

__ Bb+2ypb
7 dd+86)
Menentukan matriks jacobian untuk titik tetap tanpa penyakit
A B 0C D O
0 E 00 F 0
]=0 G H 0 00 dimana
Cc D 0A B 0of
0O F 00 E O
0 0 00 G H
A=—-¢p—d
bp
B=-——
d
C=¢
2ypb
D=—"——
d
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3.3. Mencari Nilai Eigen Matriks Jacobian untuk Titik Tetap Tanpa Penyakit

Menentukan determinan matriks J

D
A B 0C D 0] — 5 ——bs+bh
0 E 00 F 0 F
0 G HO 0 0 _r
U'=lc b 04 B o > “phsth
0 F 00 E 0
lo o 00 ¢ Hl
A BE —DF 0 C 0 0
ZE 2
0 E°-F 0 00 O
E
[Bl=lo0 ¢ H oo 0
B
C D 0 AB 0| — — b5 tby
0 F 0 0 E O
0 0 0 0 G H,
A BEZDF v ¢ 0 o ——>  DF—BE
EZEFZ CTTFz b, + by
0 0 0 0 O
E
[J]=] 0 G H 0 0 0
C DE;BF 0 A0 O
0 F 0 0 E O
0 0 0 0 G H,
CA 2o ) 0 C 0 0]
0 E ;F 0 0 0 O
0 G H 0 0 0
[3]=| © pE_®F BF — DE
C = 0O A0 0] —> sz"'ba,
0 F 0 0 E O
0 0 0 0 G H,
C
— by +by
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A0 0 CO0 0] —
EZ_FZ
0 = 0 0 0 O
[J]ZOGHOOO
C 0 0 A0 O
0 F 0 0 E O
0 0 0 0 G HJ
2 A2 T
A-C 0 0 0 0 O
A 2 -2
oE_Foooo
E
Bl=| o G H 00 0
C 0 0 A0 O
0 0 0 0 E O
0 0 0 0 G H|

Didapat [J] adalah perkalian elemen diagonal matriks diatas :

AZ—CZ EZ_FZ
U]:< )( >.H.A.E.H

A E
Ul = (A% - C*)(E? - F?),H?

Untuk mencari |J — AI|, kita hanya perlu mengganti {J;;|i = j} pada matriks awal J, dengan {J;;|i = j}. Perlu
diingat bahwa J;; untuk i = j adalah elemen dragonal matriks J. Yaitu : A, E, H, A, E, H

Maka didapat :
J = Al = [(A— 2)2 = CA][(E — D)2 — F2][(H — 1)?] = 0
>(A-1)*-C*=0
22— 240+ A% —C*=0
M-—A+0)]A-A-0O)]=0
M=A+C
Ap=A-C
=>((E-1N>-F*=0
A —2EA+E*—-F?>=0
MA—(E+F]A-(E-F)]=0
A3 =E+F
A=E—F
=>H-1)%?=0
(H-A).H-2)=0
As =H
A¢ =H
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3.4. Analisis kestabilan

A=A+C
=(-p-d+o¢
= —d
A,=A—C
=(—p—-d)—(9)
=—-2¢—d
ds=E+F
=b,8—(pd—d2—9d+2y<pb+dgo
d d
_ bB—@d—d*—0d+2ypb+dy
d
_ bp—d*—6d +2ypb
d
M=E—F
_bB—gd—d*—0d 2ypb+dp
d d
_ bB—@d—d*—6d—2ypb+dy
d
A=Ay =H
=—v
= untuk 15,

bB — d? — 6d + 2y¢b
_ bk reb

A3

d

bB + 2ypb —d(d + 6

B+ 2y (da+ )<0

d

bB + 2ypb

'B—]/(p_(d+9)<0
d

bB + 2ypb

/3—7"/’<(d+9)
d

bB + 2ypb

B+ 2y <1

d(d + 0)

Maka 13 < 0jikaRy <1

3.5. Simulasi Numerik

Simulasi dilakukan dengan menggunakan software Matematica dan dengan memberikan nilai-nilai
untuk masing-masing parameter sesuai dengan kondisi R, dalam teorema-teorema yang telah diberikan diatas.
Simulasi ini diberikan untuk memberikan gambaran geometris dari teorema eksistensi dan kestabilan dari titik
tetap model SIA ini. Dalam model ini akan dianalisis dinamika penularan penyakit HIVV/AIDS dengan
menggunakan nilai parameter pada Tabel 1. Dinamika populasi dapat dilihat pada Gambar 2.
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Populasi KOTA A

Tabel 1. Nilai-nilai parameter simulasi

Simbol Keterangan Nilai
B Laju Kelahiran 28.56
D Rata-rata kematian alami 0.00021
B Rata-rata penularan 0.000113
y Rata-rata penularan antar wilayah 0.000113
0 Rata-rata perubahan dari HIV menjadi AIDS 0.435
\% Rata-rata kematian akibat HIV/AIDS 0.253
[ Rata-rata perpindahan penduduk 0.002
10000 10000 |
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[an]
6000 =
, g 6000
4000t § 4000 -
3
2000 - 2000
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Gambar 2. Dinamika populasi kota A dan Kota B

Kesimpulan

Berdasarkan hasil analisis penelitian ini diperoleh hasil kesimpulan yaitu: (1) Diperoleh titik

kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit P, dan titik kesetimbangan endemik P,, (2) Bilangan
reproduksi dasar R, menentukan eksistensi dan jenis kestabilan titik kesetimbangan. Jika R, < 1 maka hanya

ter
titi

dapat satu titik kesetimbangan bebas penyakit yang stabil. R, > 0 maka terdapat dua titik kesetimbangan,
k kesetimbangan bebas penyakit yang tidak stabil, dan titik kesetimbangan endemi yang stabil, (3) Sampai

saat ini belum ada obat ataupunvaksi untuk mencegah dan menyembuhkan infeksi HIV/AIDS. Tetapi,
pencegahan dapat dilakukan dengan beberapa cara, antara lain: menggunakan kondom setiap kali berhungan
seks dan menghindari penggunaan jarum bekas.
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