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ABSTRAK

Persamaan Schrodinger adalah persamaan diferensial parsial nonlinier yang menginterpretasikan
pergerakan suatu partikel atau atom. Penelitian ini berupaya untuk memperoleh analisis konstruksi
bentuk umum solusi ananalitik persamaan Schrodinger nonlinier dengan fungsi Airy. Fungsi Airy adalah
solusi persamaan diferensial Airy, adapun langkah pertama adalah manipulasi bentuk persamaan
Schrodinger nonlinier menjadi bentuk persamaan Airy dengan menerapkan transformasi Fourier. Dengan
demikian didapatkan solusia nanalitik persamaan Airy dengan generalisasi fungsi Airy. Dan langkah
selanjutnya adalah menerapkan invers dari transformasi Fourier yang digunakan untuk memdapatkan
solusi analitik bagi persamaan Schrodinger nonlinier, dalam hal ini diberikan kondisi awal bilangan
kompleks pada invers transformasi Fourier, yaitu U(w, t) = w? + it.

Adapun hasil dari penelitian ini adalah solusi bagi persamaan Schrodinger nonlinier ketika pangkat
dari modulusnya di analisis dengan bentuk ganjil dan genap memberikan bentuk solusi yang sama yaitu:

17 w3
u(x, t) = Ef cos (=~ iw? |dw
0

Sedangkan ketika di analisis hingga dimensi n maka didapatkan generalisasi fungsi Airy sebagai berikut:
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Kata Kunci: Persamaan Schrodinger Nonlinier, Persamaan Azry, Fungsi Airy, Transformasi Fourier dan
Invers Transformasi Fourier.
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PENDAHULUAN transformasi-transformasi  yang menjadikan

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan nonlinier menjadi persamaan yang

kajian ilmu matematika yang berkaitan langsung
dengan kehidupan manusia karena persamaan
diferensial parsial dapat digunakan untuk
menterjemahkan fenomena alam menjadi suatu
persamaan yang sistematis dan logis (Purwanto,
2003).

Secara definitif, persamaan diferensial
adalah persamaan yang mengandung fungsi-
fungsi turunan, baik turunan parsial maupun
turunan biasa. Dan dalam menyelesaikan
persamaan diferensial secara analitik, biasanya
terbatas pada persamaan-persamaan diferensial
dengan bentuk tertentu dan biasanyahanya
digunakanuntuk menyelesaikan persamaan-
persamaan yang linier. Sedangkan persamaan
diferensial nonlinier tidak mudah diselesaikan
secara langsung, akan tetapi harus melalui

linier (Ross, 1984).

Selain sebagai alat untuk memodelkan
masalah, maka persamaan diferensial parsial juga
menjadi  alat yang  digunakan  untuk
menyelesaikan permasalahan matematika fisika,
matematika kimia dan fenomena yang ada di
alam (Purwanto, 2003). Misalnya, fenomena alam
yang terjadi di laut yaitu adanya gerakan partikel
di bawah laut yang menimbulkan gelombang
yang disebut dengan gelombang internal.
Gelombang ini terjadi karena terdapat perbedaan
rapat massa pada setiap lapisan laut dan
perbedaan rapat massa disebabkan oleh
perbedaan kadar garam dan temperatur dari
setiap lapisan laut, selain di laut pergerakan
partikel dapat juga terjadi pada medan kuantum.
Dalam hal ini persamaan diferensial parsial yang
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menggambarkan pergerakan elektron pada
medan kuantum adalah model persamaan
Schrodinger (Sudirham dan Utari, 2010).

Persamaan Schrodinger adalah persamaan
diferensial  parsial yang menggambarkan
bagaimana pergerakan suatu partikel khususnya
partikel elektron. Dalam ilmu fisika, persamaan
Schrodinger diperkenalkan oleh fisikawan Erwin
Schrodinger pada tahun 1925 dan dijelaskan juga
bagaimana hubungan antara ruang dan waktu
pada sistem mekanika kuantum. Persamaan ini
sangat penting seperti halnya persamaan Newton
yang menjadi dasar berkembangnya keilmuan
Fisika, dan sedangkan persamaan Schrodinger
menjadi dasar berkembangnya ilmu Fisika
modern yang berkenaan dengan mekanika
kuantum (Sudirham dan Utari, 2010).

Fungsi Airy adalah suatu fungsi yang
menjadi solusi bagi persamaan diferensial Airy.
Adapun bentuk persamaan Airy adalah
y" — xy = 0 dan solusinya disebut dengan fungsi
Airy. Selanjutnya diberikan penjelasan bahwa
fungsi Airy adalah salah satu bentuk model
penyelesaian persamaan diferensial Schrodinger.
Dengan demikian asumsi-asumsi yang harus
dipenuhi persamaan Schrodinger agar dapat
diselesaikan dengan fungsi Airy adalah
persamaan  Schrodinger harus dikontruks
menjadi model persamaan Airy, kemudian
diselesaikan dan didapatkan fungsi Airy (Valle
dan Manuael, 2004).

Berdasarkan pemaparan di atas peneliti ini
bertujuan untuk memaparkan analisis bentuk
generalisasi fungsi Airy sebagai solusi analitik
bagi persamaan Schrodinger nonlinier. Dan
dalam penelitian ini dibatasi pada generalisasi
bentuk umum solusi ketika pangkat dari modulus
persamaan Schrodinger nonlinier dianalisis
dengan bentuk pangkat ganjil dan genap, dan
generalisasi bentuk umum solusi ketika dimensi
dari persamaan Schrodinger nonlinier dinaikkan
hingga dimensi n.

Adapun metode penelitian yang digunakan
pada penelitian ini adalah analisis brownian
motion persamaan Schrodinger nonlinier,
transformasi persamaan Schrodingernonlinier ke
dalam  bentuk persamaan Airy dengan
transformasi Fourier, menyelesaikan persamaan
Airy sehingga solusi yang disebut dengan fungsi
Airy, menerapkan invers transformasi Fourier
dan memberikan kondisi awal sehingga

didapatkan solusi persamaan Schrodinger
nonlinier.
KAJIAN PUSTAKA

Persamaan Diferensial Parsial
Persamaan diferensial adalah persamaan
yang memuat turunan satu atau lebih dari

variabel tak bebas terhadap satu atau lebih
variabel bebas.Berdasarkan jumlah variabel
bebasnya, persamaan diferensial dikelompokkan
menjadi persamaan diferensial biasa (PDB) atau
OrdinaryDifferential ~ Equation  (ODE)  dan
persamaan diferensial parsial (PDP) atau
PartialDifferential Equation (PDE) (Ross, 1984).

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah
persamaan diferensial yang memuat turunan
parsial satu atau lebih dari variabel tak bebas
terhadap satu atau lebih variabel bebas (Ross,
1984).

Orde Persamaan Diferential Parsial

Ordo/orde suatu persamaan diferensial
adalah pangkat turunan tertinggi yang muncul
dalam persamaan diferensial (Stewart, 2003).
Sedangkan tingkat derivatif parsial tertinggi
merupakan tingkat dari persamaan differensial
parsial tersebut dan pangkat tertinggi dari orde
tertinggi merupakan derajat dari persamaan
differensial tersebut (Soeharjo,1996).

Persamaan Schrodinger

Persamaan Schrodinger diajukan pada
tahun 1925 oleh ahli fisika yaitu Erwin
Schrodinger (1887-1961).Persamaan ini pada
awalnya merupakan jawaban dari dualitas
partikel gelombang yang lahir dari gagasan de
Broglie yang menggunakan persamaan kuantisasi
cahaya Planck dan prinsip fotolistrik Einstein
dalam menentukan kuantisasi pada orbit
elektron.

Selain Erwin Schrodinger ada dua orang
fisikawan lainnya yang mengajukan teorinya
yaitu Werner Heisenberg dengan mekanika
matriks dan Paul Dirac dengan aljabar
kuantum.Ketiga teori ini merupakan teori
kuantum lengkap yang berbeda dan dikerjakan
secara terpisah namun Kketiganya setara.Teori
Erwin Schrodinger kemudian lebih sering
digunakan dengan alasan rumusan matematisnya
yang relatif sederhana dan lebih aplikatif
(Sudirham dan Utari, 2010).

Persamaan Schrodinger banyak
kegunaannya dan karena  penerapannya
mencapai  ketelitian  sangat tinggi dan

akurat.Penggunaan persamaan Schrodinger pada
sistem fisis memungkinkan untuk memberikan
ketelitian yang sangat tinggi dan berdasarkan
penelitian terbaru bahwa persamaan Schrodinger
nonlinier mempunyai peluang hingga tingkatan
nano.Sehingga penerapan ini menghasilkan
ramalan-ramalan baru misalnya, penemuan
positron yang merupakan anti materi dari
elektron.

Selanjutnya persamaan Schrodinger menjadi
landasan berkembangnya keilmuan di bidang
mekanika kuantum dan dewasa ini persamaan
Schrodinger telah diterapkan di berbagai bidang
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fisika yaitu fisika matematika, optik tidak linier,
sistem kuantum partikel banyak, fisika plasma
dan superkonduktivitas. Dan pada penelitian ini
dikhususkan untuk mempelajari solusi analitik
persamaan Schrodinger nonlinear menggunakan
generalisasi fungsi Airy, adapun bentuk umum
persamaan  Schrodinger nonlinier adalah
(Polyanin dan Zaitsev, 2004):

ou(x,t) 0%u(x,t
( )+ (x,t)

+ Alu(x, O)|™ulx,t) =0 (1)

ot dx?
Dimana:
u(x, t): fungsi bernilai kompleks
t : waktu
A : bilangan bernilai riil
[ul? :uu
u : konjugat fungsi u(x, t)

Integral Fourier

Misalkan didefinisikan fungsi f,(x) suatu
fungsi dengan periode 2p maka fungsi ini dapat
diinterpretasikan ke dalam bentuk deret Fourier
(Agarwal dan O’regan, 2009), yaitu:

a
fo(x) = ?0 + Z(an cos U,x + b,sin u,x) (2)

n=0
dimana

i, =—

p

P
1
a, =; ffp(t)cos u,tdt, n=0
-p

p
1
b, :5 ffp(t)sin U,tdt, n>1
-1
Dengan demikian didapatkan nilai dari az_o adalah
P
% _ 1 f (® tdt 3
-p

Nilai a,, cos U, x adalah

a, cos U,x ,
= cos U,x % ffp (t)cos u,t dt (4)
Nilai b, sin unx_Zdalah
b, sin U, x
(5)

p
1
= Sin Uyx ; ffp (t)sin u,t dt
-p

Substitusi persamaan (3), (4) dan (5) ke
persamaan (2), dengan p = o maka didapatkan
P

£ =— [f©cd ©)
14 Zp f 14
-p

P
Cos Uy X ffp(t)cos u,tdt

1 -
+—Z i
p L .
|l+sin U, X ffp(t)sin U, tdt |
-p
Kemudian didefinisikan Au sebagai perubahan

frekuensi sudut, yaitu:

R (n+1)d no 9o
AU=Un+1—Un=T—?=; (7)
Maka diperoleh dari persamaan (7) adalah
1 Au 8
=3 (8)
Dengan menerapkan persamaan (8) pada
persamaan (6) maka didapatkan

P

1
f”(x)zﬁ ffp(t)tdt+
-p

[ ; 1
" I(cos U,,x) Al ffp(t)cos untdtl (9)
2,
n=1 . .

+(in u,x)Au ffp(t)sm u,tdt

-p
Karena p — o maka

x|

limp—wo fp(x) =f(x)

sehingga nilai dari% — 0 dan mengakibatkan nilai
dari if_pp fp(t) tdt ~0, begitu juga nilai
Al = % — 0. Suatu deret adalah jumlah dari suku

demi suku dan dikarenakan suku menuju tak
hingga maka didekati dengan limit sehingga
berupa suatu luasan kurva dari persamaan.
Berdasarkan definisi integral Reimann bahwa
limit dari deret infinit ekuivalen dengan integral
yang mempunyai batas bawah 0 dan batas atas oo
(Purcell dan Varberg, 1999). Dengan demikian
persamaan (9) yang semula berupa deret infinit
menjadi definisi suatu integral (Agarwal dan
O’regan, 2009),

fO) =

w[ cos Ux ff(t)cos ut dt]

1

Sfl =3 | (10)
0

+ sin ux f f(®)sinut dt‘

Persamaan (10) disebut dengan integral Fourier.

Transformasi Fourier
Pandang persamaan (10), yaitu

f(x)[= i

| cosux f f(t)cos ut dt
|

/

—00

x|

o |d1‘1
+ sin ux f f(®)sinut dt‘

—00
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= %f [ f f(®)cos (hx — l‘lt)dtl du (11)

Persamaan (11) dapat dinyatakan dalam bentuk
yang ekuivalen sebagai berikut:

1) =

1 - 00

o f f F()cos (ix — ut)dtl di (12)
Anglog_ dengan persamaan (12) maka dapat
dibentuk persamaan baru yang valid yaitu

1 00 (o]
75 f f f@®@)s —n (ux — ut)dtl du (13)

=0

Karena fungsi sin x adalah fungsi ganjil maka
nilai dari persamaan (13) adalah nol,
dikarenakan integral dari —oo sampai oo pada
fungsi ganjil menghasilkan nilai nol maka
persamaan (13) benar (Agarwal dan O’regan,
2009). Selanjutnya kombinasi dari persamaan
(12) dan (13) menghasilkan

fo) =
% f[ff(t)cos (ux—ut)dtl du

—00 =—o00
[ee]

+% f[ff(t)isin (flx—ﬁt)dtl di

—00 *=—00

<55 || [roantas o)

— 00 —00

(14)
Berdasarkan rumus Euler maka persamaan (14)
menjadi

1 PN .
o) =55 [ [ roeaan

_1f°°
28

Persamaan (_1 5)_

1 ([r ]
f) =% f [ff(t)e‘“‘tdtl e *du (16)
Selanjutny; int_egral yang di dalam kurung dari
persamaan (16) disimbolkan dengan F(U) yang
disebut dengan transformasi Fourier dari f(x),
yaitu:

f(t)e=*=Ddtdu

SS

(15)

Q.8

apat diuraikan menjadi

FQ) = f f(H)eFtdn (17)

Fungsi Airy

Pandang persamaan diferensial orde dua
berikut:
d?y(x
% —xy(x)=0 (18)
Selanjutnya persamaan (18) disebut Persamaan
Airy dan solusi persamaan Airy disebut dengan
fungsi Airy. Solusi persamaan (18) akan mudah

dicari dengan menerapkan transformasi Fourier,
jika didefinisikan Y(U) sebagai transformasi
Fourier dari y(x), yaitu:

[oe]

Y() = f e~y (x)dx (19)
Jika pe_rsamaan (19) diturunkan dua kali
terhadap x maka didapatkan

2y@  d* ([
Iz de? fe y(x)dx
= fe‘mxy”(x)dx

= ey 1%~ [ (e (dx

=il fe‘i“xy’(x)dx

e My (x)| %
i f(—iﬁ)e‘mxy(x)dx

= -u?y(u(x))
Maka diperoleh
Y@ o,

= () 20)
Selanjutnya persamaan (19) diturukan terhadap
u dengan langkah berikut:

dy (U d -
dill) =E< f e—Lqu(x)dx)

—00
[oe]

= —ix fe‘i“xy(x)dx

= —ixY(ﬁ(x))
Maka didapatkan
dy (w)
= —ixY (¥ 21
I LxY(u(x)) (21)

Berdasarkan persamaan (21) maka didapatkan

maka diperoleh
dy(u
2O v (22)
du

Berdasarkan persamaan (20) dan (22) maka
didapatkan modifikasi persamaan (18), adalah

dy
—evay = i W
du

dy ()

du

w2y Q) =

Y() = e3" (23)
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Langkah selanjutnya adalah menggunakan invers
transformasi Fourier untuk mendapatkan solusi
dalam bentuk y(x), yaitu:

1 N
y(x) = %% fe“‘"Y(u)dﬁ (24)

Substitusi persamaan (23) pada persamaan (24)
maka didapatkan

y(x)z% f e 05+5) gy (25)

Berdasarkan rumus Euler, maka didapatkan

ei(u“g) = cos (flx + u;)

1‘13 (26)
+isin (ux + —>
3
Dengan demikian diperoleh
u3
[oo cos(ux+ )du ]
1]
=— 27
v =5 | (27)

- I
1‘13
—oo + fisin (ux+ >du|

— 00

Karena fungsi sin x adalah fungsi ganjil maka
persamaan (27) menjadi

_1 f ) +l\13 du 28
y(x)—26 cos | lx + —- ) du (28)

Karena fungsi cos x adalah fungsi genap maka
persamaan (28) menjadi

1 u?
y(x) = 5[ cos (flx + ?> du (29)
0
Karena persamaan (29) adalah solusi bagi
persamaan Airy (18) maka disebut dengan fungsi
Airy dan kemudian fungsi Airy disimbolkan
dengan Ai(x), yaitu:

1 ud
Ai(x) = 5_{ cos (ux + )du (30)
0
(Oliver dan Manuael, 2004).

PEMBAHASAN

Analisis Brownion Motion Persamaan
Schrodinger Nonlinier

Suatu gelombang pada dasarnya adalah
pergerakan  bebas  partikel-partikel  yang
merambat ke segala arah dan pergerakannya
dipengaruhi oleh energi masing-masing partikel,
akan tetapi setiap partikel berpeluang sama
untuk bergerak ke segala arah. Persamaan
Schrodinger adalah salah satu model gelombang
yang interpretasinya banyak diterapkan pada
mekanika kuantum. Adapun asumsi yang
mendasari persamaan Schrodinger adalah
adanya pergerakan acak pertikel dan setiap
partikel mempunyai peluang gerak yang sama

baik ke kanan maupun ke kiri karena pergerakan

gelombangnya diasumsikan bergerak ke kanan
dan ke kiri.

Dalam buku yang berjudul “Partial
Differential Equations of Applied Mathematics”
Erich Zauderer menyebutkan bahwa pergerakan
suatu partikel dapat diinterpretasikan dalam
bentuk distribusi probabilitas yang menyatakan
bahwa probabilitas partikel di x pada saat t + 6
sama dengan probabilitas partikel di x — & pada
saat t dikalikan dengan probabilitas ¢ yang
berpindah ke kanan ditambah dengan
probabilitas partikel di x+d pada saat ¢
dikalikan dengan probabilitasi yang berpindah ke
kiri, sehingga pergerakan partikel dapat
dinyatakan dengan persamaan matematis, yaitu:
ulx,t+06) =culx —d,t) +iu(x +d,t) (31
Berdasarkan ekspansi deret Taylor (2. 22) maka
didapatkan sistem persamaan dari persamaan
(3.1) adalah
( u(x, t +6) = ulx, t) + ou.(x,t)

!u(x —d,0) = u(x, t) — du,(x,t) + %c’izuxx(x, t) (32)

| 1
(uCe +6,6) = ulx, £) + du,(x,t) + Edzuxx(x, t)

Selanjutnya substitusi sistem persamaan (32)
pada persamaan (31) dan didapatkan

u(x, t) — du,(x, t)

u(x, t) + 6uu(x, t) =¢

)
+Ea User (x, ) (33)

1
+i|u(x, t) + du,(x,t) + Edzuxx(x, t)]

Karena pergerakan partikel adalah kejadian
peluang maka nilai dari pergerakan peluang ke
kanan dan ke Kkiri yaitu: (¢+1) =1 maka
persamaan (33) menjadi

ou(x,t) = (—¢ + Ddu,(x, t) + %c’izuxx(x, t) (34)

Jika masing-masing dari ruas persamaan (34)
dibagi dengan 6 maka didapatkan

1 "2

- p A)aux(x t)+—7uxx(x,t) (35)
Jika ruas kanan dipindah ke ruas kiri maka
persamaan (35) menjadi

—c+1 g
(1) - D1 56 M ) - 5@ =0 (36)
Kemudian persamaan (36) dlkenal dengan
persamaaan difusi satu dimensi, dengan
pergerakan gelombangnya ke kanan dan ke kiri.
Jika diasusmsikan nilai

(—¢+Dd

u(x, t) =

Maka didapatkan persamaan difusi satu dimensi

dengan mengabaikan kecepatan pergerakan
partikel, yaitu:
ou(x,t @*\ 02u(x,t
(o0 _ (@) 0%uen) 37)
ot 26) 0x?

Jika ruas kiri dari persamaan (37) ditambah
suatu fungsi dengan bentuk Alu(x,t)|™u(x,t)
maka didapatkan
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ou(x,t) [d*\o%u(x,t)
at 20 dx?

.2

. . . . . . a

Jika diasumsikan nilai dari ;z—l maka
[

persamaan (38) menjadi
2
ou(x,t) U u(x,t) 39
o e + Alu(x, O)"Mulx, t) = 0 (39)
Dimana A adalah konstanta riill dan bentuk
persamaan (39) disebut dengan persamaan
Schrodinger nonlinier satu dimensi.

Solusi Analitik Persamaan Schrodinger
Nonlinier dengan Generalisasi Fungsi Airy
Meninjau persamaan Schrodinger nonlinier

(39), yaitu:

du(x,t) 0%u(x,t

ubat) | GuY L o) =0 (40)
ot 0x?2

Dimana A adalah konstanta real dan |u|? = ui,
untuk ©# adalah konjugat dari u suatu fungsi
kompleks.

Kasus I: jika n genap maka persamaan (40) dapat
dinyatakan sebagai berikut:

ou(x,t) 0%u(x,t)

+ + Alu(x, )7 u(x,t) = 0 (41)
ot dx?
Selanjutnya, jika m =1 maka persamaan (41)
menjadi
ou(x,t) 0%u(x,t) 5
5% opz HAG D ulx, ) (42)

=0
Jika persamaan (42) ditransformasi dengan
transformasi Fourier, dan transformasi Fourier
yang digunakan adalah

o0

Uu(x,t),t) = fe“"“u(x, t)dt (43)
Maka invers Erasformasi Fourier dari U(u,t)
adalah u(x,t) dan dapat dinyatakan sebagai
berikut:

1 [ .
u(x, t) =23 fe_l“tU(l‘l,t)dl‘l (44)

Persamaan (43) memberikan makna bahwa
bentuk u(x,t) ditranformasi menjadi bentuk
U(u(x,t),t) yang secara fisis mentransformasi
domain dari bentuk spasial ke dalam bentuk
frekuensi, dan kemudian penulisan U(u(x,t),t)
akan disingkat dengan U(u,t). Kemudian, jika
persamaan (43) diturunkan terhadap t maka
didapatkan

ou(u, t) _ e_mgau(x, t) it
ot ot

—00

= e Mu(x, t)| %,
(o]

- f (i) e My (x, t)dt

= U, t) (45)

+ Alu(x, t)|"u(x, t) = 0(38)

Memandang transformasi untuk |u(x, t)|? adalah
[U(),t)]? maka berdasarkan definisi pada
analisis kompleks didapatkan bahwa

U@, D12=U,t)- UM, t) (46)
Kemudian dengan memandang persamaan (43)
maka transformasi |U(U,t)|? pada persamaan
(46) dapat dinyatakan

U, t)?

[oe] [oe]

:(fe‘“%(x,t)dt)( f e‘iflfﬁ(x,t)dt) (47)

Berdasarkan persamaan (45) maka didapatkan
modifikasi dari persamaan (42) adalah

Lo, 02U QD)

luU(u, t) + T + (48)
AU, DPUM,t) =0

Bentuk sederhana persamaan (48) adalah

22U, t)

P (=i =AU, O)HU, L) (49)
Misal —iu — AU, t)]? = B, maka persamaan
(49) menjadi
22U, t) .
oz BU(, t) (50)

Analog dengan persamaan (18) maka solusi
persamaan (50) adalah

1 us
U(ﬁ,t)=5fcos ?+Bl‘1 du
0

Substitusi B dengan —it— A|U(,t)|> maka
didapatkan

U _lw u? —i= NN (s

(“'”—afc"s T+ waop)t)@ ©
0

Substitusi |U(U,t)|> dengan persamaan (47),

maka persamaan (51) menjadi
uly,t) =

33
( Eon n? — \
| / ( f ity (x, t)dt)\ !  (52)

|A - u

K (_f e—iﬁfa(x,t)dt> /l

[oe]

Dengan demikian persamaan (52) adalah solusi
persamaan Airy (50) dan untuk mendapatkan
solusi persamaan Schrodinger (41) maka
transformasi Fourier yang terdapat pada
persamaan (43) harus diinverskan. Selanjutnya
menggunakan invers transformasi Fourier (44)
maka diperoleh solusi persamaan Schrodinger
nonlinier adalah
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(53)

/(% f ey, t)du \

—00
A i, u

K (%f e, t)du

—00

du

)
| |
/

Selanjutnya pandang faktor berikut
i f elUty (U, t)du
20 ’

Diberikan  sebarang kondisi awal dan
diasumsikan kondisi awalnya adalah fungsi
komplek, maka dalam penelitian ini penulis
mengambil kondisi awal sebagai berikut:

U, t) =0 +it (54)
Sehingga saat t = 0 didapatkan

U, 0) =u?+i0 =u? (55)
Karena U adalah konjugat dari U maka
didapatkan

U,t) =0 —it (56)
Sehingga saat t = 0 didapatkan

U, 0)=u?-i0="u? (57)

Berdasarkan persamaan (55) dan (57) maka
persamaan (53) menjadi
u(x,t) =

N3
[ S )
1 r | ((i feifltuzdl‘J)\ | (58)
8_[ cos 20 du
0 Al s |f1
1 N
\(% felutuz dl:l)/

Kemudian pandang faktor berikut

lut 2
% f di (59)

Berdasarkan sifat integral dan perhitungan
1ntegral biasa maka persamaan (59) menjadi

if B2y = —— — 1 _
20 oit3 oit3

Dengan demikian persamaan (58) menjadi
1 ud
u(x,t) = 5_{ cos |5 = in? | du (60)

0
Persamaan (60) adalah fungsi Airy yang menjadi
solusi bagi persamaan Schrodinger nonlinier
(42). Analog dengan proses pada persamaan (42)
maka ketika mengambil nilai m hingga n, maka

solusi bagi persamaan berikut

O 0 + 2 () + A, PG, £) = 0
ETS X, ﬁ(x, u(x, u(x, t) =

adalah

u(x,t) = 1fcos (E— i1‘12> du (61)
’ 0 3

dengan demikian dapat disimpulkan bahwa
bentuk umum fungsi Airy sebagai solusi
persamaan Schrodinger nonlinier (42) adalah
persamaan (61).

Kasus II: jika n ganjil maka persamaan (40)
dapat dinyatakan sebagai berikut:

ou(x,t) 0%u(x,t) S
=0 (62
5t FP + Alu(x, t)| u(x,t) =0 (62)
Jika m = 0 maka dari persamaan (62) didapatkan
oulx,t) 0%u(x,t
D) + 0 + Alu(x, Oulx,t) =0 (63)
ot dx?
Kemudian memandang transformasi untuk
|u(x,t)] adalah |U(u,t)|dan  berdasarkan

transformasi Fourier yaitu persamaan (43) maka
didapatkan
f /ﬁﬁ_mtu(x, t)dt

U, )| = (64)

Berdasarkan persamaan (45) maka didapatkan
modifikasi dari persamaan (63) adalah

02U, t) . .
T-i—AlU(u,t)IU(u,t) =0
Persamaan ini dapat disederhanakan menjadi
22U, t)

v, t) +

=(—iu—- AU, DU, L)

0x?
Misal —iu—|U(u,t)| =B, maka persamaan
menjadi
22U, t
IV@Y _ e (65)
0x?

Selanjutnya analog dengan persamaan (18) maka
persamaan (65) mempunyai solusi fungsi Airy
dengan bentuk berikut:

1( (@@
U(ﬁ,t)=5f cos | =—+ Bu |du

3
0
Substitusi B dengan —iu— A|U(u,t)] maka
didapatkan
U(u t) =
u —iu AN (66)
afc"s< ) )d“

SubstltuSI [U(4, t)| dengan persamaan (64) pada
persamaan (66) maka didapatkan

uly,t) =
f e Wy (x, t)dt{u

6fCOS

Dengan demikian persamaan (67) adalah solusi
persamaan Airy (65) dan untuk mendapatkan
solusi persamaan Schrodinger (63) maka
transformasi Fourier yang terdapat pada
persamaan (67) harus diinverskan dan analog

f13 2

du (67)
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dengan persamaan (44) maka persamaan (67)
menjadi

1 (o)
u(x,t) = 8_[ cos du

1 .
ut N N
0 A >3 fe U, t)dtfu

Diberikan kondisi awal e_ldalah persamaan (55)
dan (57) maka didapatkan

u(x,t)
f efutu2delu

afCOS

Analog dengan persamaan (59) maka didapatkan
hasil dari persamaan (68) adalah

1 ud
u(x, t) =—f cos (= —iu?)du (69)
0 3
0
Dengan demikian persamaan (69) adalah solusi
persamaan Schrodinger (63). Analog dengan
proses kasus Il maka solusi bagi persamaan
berikut

N3
u <2

——iu -

[ee]

di (68)

(x t) + o"u (x t) + Alulx, > u(x,t) = 0
adalah .
u(x, t) = lf cos (E - i1‘12> du
0 3
0
Bentuk Solusi Analitik Persamaan

Schrodinger Nonlinier Dimensi Tinggi dengan
Generalisasi Fungsi Airy

Pada paparan sebelumnya didapatkan
generalisasi bahwa pangkat n dari modulus suku
Alu(x, t)|™u(x,t) untuk setiap n genap maupun
ganjil menghasilkan solusi dengan bentuk yang
sama dan hal ini memberikan kesimpulan bahwa
solusi analitik persamaan Shrodinger nonlinier

satu dimensi
2

a—(x t) + (x t) + Alu(x, t)|™ulx,t) =0

adalah

O N A O
u(x, )—gfcos ?—lu u
0

Selanjutnya, analog dengan persamaan (3.12)
maka persamaan Schrodinger nonlinier dua
dimensi dapat dinyatakan sebagai berikut:

ou 0J0*u 0J%u
+ + + Alul’u=0 (70)

at 0x.%  0x,2
Dimana u = u(x;, x,,t) dan memandang U(U, t)
sebagai transformasi Fourier dari u(xy,x;,t)
dengan bentuk berikut:

[ee] [oe]

U, t) = f f e~ W(t+x2)y ddx, (71)

—00 —00

Jika persamaan (71) diturunkan terhadap ¢t maka
didapatkan

6(](1; t) d <f fe—iu(wxz)udtde)

e~y didx,

—ifl(t+x2)u]°° \

)
(

= f r | dx,
. K f( (1 + x,))e " t+x2)y dt/
= f f(iﬁ(l + x,))e 2y tdx,
=iu(l + x,) f f e~ut+x2)y dtdx,
= (1 +%,)U(W 0) (72)

Untuk mendapatkan tranformasi Fourier dari
92U (u,t)

maka analog dengan proses persamaan

dx,2
(72) maka didapatkan
02U (U, t) 5 5
— =1 ¥ 73
9,2 ue(t+ DU, t) (73)

Selanjutnya memandang transformasi Fourier
dari |u(xy,x,,t)|? adalah |U(,t)|? maka dapat
dinyatakan

U, )12 =U@, )T, t) (74)
Berdasarkan persamaan (71) maka persamaan
(74) menjadi

U@, 0)|? = (f fe_m(”“)udtdxz)
(f fe‘i“(t+x2)ﬁdtdx2>

—00 —00

(75)

Dengan persamaan (73) dan (74) maka
persamaan (70) menjadi
\ oo 9PU( D)
lu(]. + xz)U(u, t) + T -
W2t + D2U@, ) + AU, 02U, t) =0
Persamaan ini dapat disederhanakan menjadi
U, t)

ax2

W2+ 12 — (L + xp)\ . (76)
( < N2 ) U, t)
—A|U(0, t)]

Misal 02(t+ 1)% —iu(1+2x,) — AU, )| =B
maka persamaan (76) menjadi
22U, t
V@Y _ BU(u, 1) (71)

dx?
Berdaskan persamaan (18) maka solusi bagi
persamaan (71) adalah

U t)—lf 1\13+B\ dv
ut) =3 | cos(— u)du
0
Substitusi B dengan u?(t+ 1)% —iu(1+ x,) —
A|U(U, t)|? maka didapatkan
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uQ,t) =
1( (0@ 2t +1)% — N
a()fcos( +<lu(1+x2) AlU(, t)IZ) >du

Kemudian substitusi U, t)|?
persamaan (75) maka didapatkan
uly,t) =

1\13
/ ey (t+ 1203 — i(1 + xp)u? \

dengan

+
1 £ | / —iu(t+y) \ |
5f cos (f fe w yudtdx2> di (72)
o | Al e i
(f fe‘im(t+3’)ﬂdtdx2>

Persamaan (72) adalah solusi bagi persamaan
Airy (71), sehingga untuk mendapatkan solusi
persamaan Schrodinger (70) maka transformasi
Fourier yang terdapat pada persamaan (72)
harus  diinverskan. Selanjutnya pandang
persamaan (71) sebagai transformasi Fourier
maka invers dari transformasi Fourier tersebut
adalah

(26)2 f f el0t+x2) y(, t)d (tdx, (73)
Dengan menerapkan invers transformasi Fourier
(73) pada persamaan (72) maka didapatkan
solusi bagi persamaan Schrodinger (70) adalah

u(xllelt) =
a3
? +(t+ 1)2‘ 3 —

1 5] f f in(t+x,)
5f cos | (26)4 o oo du (74)
0 U, t)dtdx,

—Al u

U, t)dtdx,
Berdasarkan persamaan (74) maka generalisasi
fungsi Airy sebagai solusi persamaan Schrodinger
nonlinier dimensi n yaitu
U(Xq, X2, X3, ey X, ) =

u \
? t+1+2xa

n
<t+x2+1+2xa> U

|

1 ©
g-f cos
0

4 ((25)" _[o feiﬁ(zg:z Xq+t) dxn)

—00

PENUTUP

Dari paparan pembahasan di atas dapat
disimpulkan bahwa bentuk generalisasi fungsi
Airy  sebagai solusi analitik persamaan
Schrodinger Nonlinier, yaitu: Bentuk generalisasi
fungsi Airy ketika pangkat n dari modulus
persamaan Schrodinger Nonlinier
a. Jika n genap yaitu 2m, maka didapatkan

bentuk umum fungsi Airy untuk persamaan
Schrodinger nonlinier adalah

17 [
u(x,t)zgf cos ?—iuz du

0

b. Jika n ganjil yaitu 2m + 1, maka didapatkan
bentuk umum fungsi Airy untuk persamaan
Schrodinger nonlinier adalah

1( (@@
u(x,t)=5f cos ?—iﬁz du

0
Dengan demikian dapat diambil kesimpulan

bahwa ketika pangkat dari modulus dianalisis
dengan bentuk genap dan ganjil menghasilkan
penyelesaian yang sama, yaitu:

1 ul
u(x, t) = 8_[ cos {5 = in? | du
0

Sedangkan bentuk umum ketika di analisis pada
persamaan Schrodinger nonlinier dimensi tinggi
maka didapatkan generalisasi fungsi Airy sebagai
berikut:

x‘n,l t) -

Ly (HHZ%)\

2

+<t+x2+1+2xa) U

a=4

u(xq, X2, X3, «uv )

Qx| =

o
- f U= Xa+0)
—o0

—oo —

8

8
=
SN
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