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Abstract 

The Generalized Extreme Value (GEV) is a distribution that can describe extreme values. Modeling 

for extreme values is very useful in estimating extreme events, such as extreme rainfall that can cause 

flooding. This study aims to make extreme rainfall models through the spatial effect that succeed in 

forming special zones. In addition,  it is also studied on time series patterns that can be explained 

through extremogram. The effect of spatial and time series are then modeled spatiotemporally by the 

Bayes hierarchy method through the concept of Integrated Laplace Approximation (INLA). The 

application of models for extreme values with GEV is expected to be a reference for policymakers, 

especially in the context of disaster mitigation due to extreme events. 

Keywords: Hierarchical Bayes, GEV, extreme event, INLA, spatio-temporal 

 

Abstrak 

Sebaran Generalized Extreme Value (GEV) merupakan sebaran yang dapat menggambarkan nilai 

ekstrim. Pemodelan untuk nilai ekstrim sangat berguna menduga kejadian ekstrim, seperti curah hujan 

ekstrim yang dapat menyebabkan banjir. Penelitian ini memodelkan curah hujan ekstrim melalui 

model spasial yang berhasil membentuk zona khusus. Selain faktor spasial juga dikaji mengenai pola 

deret waktu yang dapat dijelaskan melalui extremogram. Hasil pembentukan zona dan pola deret 

waktu kemudian dimodelkan secara spatio-temporal dengan metode Bayes hirarki melalui konsep 

Integrated laplace Approximation (INLA). Penerapan model untuk nilai ekstrim melalui sebaran GEV 

diharapkan dapat menjadi rujukan bagi pemangku kebijakan khususnya dalam rangka mitigasi 

bencana akibat kejadian ekstrim. 

Kata kunci:  Bayes hirarki, GEV, kejadian ekstrim, INLA, spatio-temporal 

 

PENDAHULUAN 

 

 Kejadian ekstrim identik dihubungkan dengan suatu kejadian yang bersifat merusak atau 

merugikan kehidupan manusia, contohnya: tsunami, banjir, gelombang panas, hujan badai, dan gempa 

bumi. Fenomena kejadian ekstrim biasanya memiliki sifat yang kompleks, sulit diprediksi, dan 

memiliki intensitas yang tidak teratur. Salah satu pendekatan yang digunakan untuk menduga kejadian 

ekstrim adalah dengan sebaran Generalized Extreme Value (GEV). Meskipun memiliki ketepatan 

pendugaan yang baik, metode ini membutuhkan data yang cukup banyak (Rinaldi et al. 2018). 

 Penerapan sebaran GEV untuk pendugaan nilai ekstrim telah dilakukan khususnya tentang 

curah hujan. Rinaldi (2016) menggunakan sebaran GEV untuk menduga curah hujan ekstrim di 

wilayah Jakarta. Konsep pendugaan nilai ekstrim dikembangkan dengan memodelkan secara spasial 

hingga terbentuk suatu zona khusus curah hujan ekstrim di Jawa Barat (Rinaldi et al. 2017). 
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Selanjutnya penelitian berkembang ke arah pola curah hujan ekstrim dari waktu ke waktu melalui 

konsep extremogram (Rinaldi 2018). Penelitian-penelitian tersebut hanya memodelkan secara terpisah 

unsur spasial dan waktu, sehingga Rinaldi (2018) mengembangkan model spatio-temporal untuk 

menduga curah hujan ekstrim dengan menggabungkan unsur spasial berupa zona yang telah terbentuk 

dengan pola deret waktu yang telah diteliti sebelumnya. 

  

KAJIAN LITERATUR 

 

Sebaran GEV 

 

Misal 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛  adalah variabel yang saling bebas dan memiliki fungsi sebaran identik F(y), 

sedangkan 𝑀𝑛 = max(𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛). Jika terdapat konstanta 𝑎𝑛 > 0, dan bn  maka: 

lim
𝑛→∞

𝑃 (
𝑀𝑛 − 𝑏𝑛

𝑎𝑛

≤ 𝑧) = 𝐺(𝑧), 

dengan G adalah fungsi dari tiga sebaran dasar nilai ekstrim. Ketiga bentuk sebaran yang 

dimaksud adalah sebaran Gumbel, sebaran Frechet, dan sebaran Weibull, dengan persamaan 

masing-masing: 

Gumbel: 𝐺(𝑧) = exp {−exp [− (
𝑧−𝑏

𝑎
)]} ; −∞ < 𝑧 < ∞ 

Frechet:   𝐺(𝑧) = {
0                              ; 𝑧 ≤ 𝑎

exp {− (
𝑧−𝑏

𝑎
)

−𝛼

} ; 𝑧 > 𝑎
 

Weibull:   𝐺(𝑧) = {exp {− [− (
𝑧−𝑏

𝑎
)]

𝛼

} ; 𝑧 < 𝑎

1                                  ; 𝑧 ≥ 𝑎
 

dengan 𝑎 > 0 adalah parameter skala,  𝑏 adalah parameter lokasi dan 𝛼 adalah parameter 

bentuk. 

 

Ketiga sebaran ini memiliki bentuk ujung sebaran yang berbeda, ujung sebaran dari ketiga 

sebaran memberikan gambaran yang berbeda untuk perilaku nilai ekstrim, sehingga sulit 

untuk menentukan secara tepat pola sebaran dari nilai ekstrim. Permasalahan ini dapat 

diselesaikan dengan menggabungkan ketiga tipe sebaran ke dalam sebaran Generalized 

Extreme Value (GEV) sebagai berikut: 

𝐺(𝑧) = {
𝑒𝑥𝑝 {− (1 + 𝜉

𝑧−𝜇

𝜎
)

+

−1/𝜉

} , 𝜉 ≠ 0

𝑒𝑥𝑝 {−𝑒𝑥𝑝 (−
𝑧−𝜇

𝜎
)} ,       𝜉 = 0 

 (2.1) 

dengan 𝜇 adalah parameter lokasi, 𝜎 > 0 adalah parameter skala, sedangkan 𝜉 adalah 

parameter bentuk. Adapun 𝜉 merupakan parameter yang menentukan karakteristik ujung 

sebaran, jika 𝜉 < 0 maka fungsi peluangnya mempunyai suatu titik ujung kanan yang 

terhingga dan jika 𝜉 ≥ 0 maka fungsi peluangnya akan mempunyai titik ujung kanan yang tak 
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terhingga. Bentuk sebaran GEV akan mengarah pada sebaran Gumbel untuk limit 𝜉 → 0, 

sebaran Frechet jika 𝜉 > 0, dan untuk sebaran Weibull jika 𝜉 < 0. 

Madogram 

 

Ukuran dependensi spasial antar titik contoh dapat ditunjukkan oleh semivarian yang besarnya 

bergantung pada jarak antar titik. Jarak titik contoh yang kecil akan menghasilkan semivarian yang 

kecil dan semakin besar jarak antar titik contoh akan menghasilkan semivarian yang semakin besar. 

Konsep jarak yang digunakan adalah jarak Euclid. Plot semivarian sebagai fungsi jarak disebut 

semivariogram. Metode ini berfungsi untuk mendeskripsikan keragaman antar lokasi pada data 

spasial. Semivariogram dapat didefinisikan oleh persamaan berikut:  

𝛾(ℎ) =
1

2
𝐸(𝑍(𝑦 + ℎ) − 𝑍(𝑦))

2
 (2.2) 

dengan 𝛾(ℎ) adalah nilai semivariogram untuk setiap jarak h dan 𝑍(𝑦 + ℎ) − 𝑍(𝑦) adalah selisih nilai 

peubah, misalnya curah hujan dari dua lokasi yang berjarak h. Sebelum menentukan model 

semivariogram, perlu dilakukan pendugaan terhadap parameter-parameter semivariogram. Parameter 

tersebut diduga berdasarkan plot semivariogram yang dihasilkan. 

 

Semivariogram hanya bisa digunakan untuk sebaran ekor pendek (light tail) sehingga tidak bisa 

digunakan untuk data ekstrim. Untuk mengatasi hal itu, Cooley et al. (2006) menggunakan 

semivariogram orde pertama yang disebut madogram yang bisa digunakan untuk data ekstrim. 

Madogram didefinisikan sebagai berikut:       

   

 𝑣(ℎ) =
1

2
𝐸|𝑍(𝑦 + ℎ) − 𝑍(𝑦)|.  (2.3) 

Madogram mengharuskan momen pertama terhingga yang tidak selalu terjadi pada kasus ekstrim. 

Untuk mengatasinya digunakan F-Madogram yang mentransformasi peubah acak dengan 

menggunakan fungsi sebaran nilai ekstrim. Jika 𝑍(𝑥) merupakan proses max-stable yang stasioner dan 

isotropik dengan fungsi sebaran G (sebaran GEV), maka F-madogramnya adalah sebagai berikut: 

 𝑣𝐹(ℎ) =
1

2
𝐸|𝐺(𝑍(𝑦 + ℎ)) − 𝐺(𝑍(𝑦))|. (2.4) 

Pola semivariogram ditentukan dengan proses yang terkadang melibatkan banyak titik pada plot 

semivariogram sehingga sangat sulit untuk melihat pola tertentu. Hal tersebut dapat diatasi dengan 

mengelompokkan madogram berdasarkan kesamaan jarak, sehingga perhitungan F-madogram dapat 

dinyatakan sebagai berikut: 

  𝑣𝐹(ℎ) = (2|𝑁(ℎ)|)−1 ∑ |𝐺(𝑍(𝑦𝑖 + ℎ)) − 𝐺(𝑍(𝑦𝑖))|
𝑁(ℎ)
𝑖=1  (2.5) 

dengan 𝑣𝐹(ℎ) adalah F-madogram pada lag-h, 𝑦𝑖 adalah lokasi titik contoh, 𝑍(𝑦𝑖) adalah nilai 

pengamatan pada lokasi 𝑦𝑖, h adalah jarak antara dua lokasi, (𝑦𝑖 , 𝑦𝑖 + ℎ) adalah pasangan data yang 

berjarak h, dan 𝑁(ℎ) adalah banyaknya pasangan lokasi yang berjarak h. Hubungan antara F-

madogram dan koefisien ekstremal(𝜃), yang juga merupakan ukuran dependensi ekstrim, dapat ditulis 

sebagai berikut: 

  𝜃(ℎ) = (1 + 2𝑣𝐹(ℎ))(1 − 2𝑣𝐹(ℎ))
−1

. (2.6)  
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Pendugaan Parameter Spasial Esktrim 

Model spasial ekstrim dapat dijabarkan ke dalam bentuk (Davison et al. 2012): 

 𝜇𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑙𝑜𝑛𝑖  + 𝛽2𝑙𝑎𝑡𝑖 (2.7) 

 𝜎𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑙𝑜𝑛𝑖  + 𝛽2𝑙𝑎𝑡𝑖   (2.8) 

dengan 𝑙𝑜𝑛𝑖 adalah longitude dan 𝑙𝑎𝑡𝑖 adalah latitude dari stasiun hujan ke-i. Pendugaan parameter 𝜉 

diasumsikan konstan karena sangat sulit untuk dilakukan (Cooley et al. 2007). 

Pendugaan parameter spasial ekstrim menggunakan metode copula melalui metode pseudo maximum 

likelihood estimation (PMLE). Metode ini mentransformasikan data asli ke dalam pengamatan semu 

yang kemudian dilanjutkan dengan penduga kemungkinan maksimum. Misalkan 𝑋𝑖𝑗 adalah contoh 

acak berdimensi 𝑑, 𝑖 = 1, … , 𝑛 dan 𝑗 = 1, … , 𝑑. Dengan menggunakan fungsi sebaran 𝐺 dari 

pengamatan semu 𝕌 = 𝑈𝑖𝑗, yaitu: 

𝑈𝑖𝑗 =
𝑛

𝑛+1
𝐺𝑗(𝑋𝑖𝑗). 

PMLE 𝜃𝑛
𝑃𝑀𝐿 dihitung melalui pengamatan semu 𝕌 dengan memaksimumkan: 

ℓ𝕌(𝜃) = ∑ log 𝑐(𝑈𝑖1, … , 𝑈𝑖𝑑|𝜃)𝑛
𝑖=1   

dengan  𝜃 = (𝜇, 𝜎, 𝜉) adalah vektor dari parameter copula, dan 𝑐 adalah fungsi peluang dari 

parameter 𝜃 yang diberikan oleh: 

 𝑐(𝑢1, … , 𝑢𝑑|𝜃) =
𝜕ℂ(𝑢1,…,𝑢𝑑|𝜃)

(𝑢1,…,𝑢𝑑)
,  𝑢1, … , 𝑢𝑑 ∈ [0,1]. 

PMLE diberikan oleh: 

 𝜃𝑛
𝑃𝑀𝐿(𝕌) = arg maxθ∈Θ ℓ𝕌(𝜃). 

 

Regresi Pemulusan Spline 

 Model aditif merupakan model regresi yang dikenal lebih fleksibel dibandingkan dengan 

regresi berganda. Model aditif untuk sebaran keluarga eksponensial merupakan model Generalized 

Aditive Model (GAM). Bentuk persamaan GAM dapat ditulis sebagai: 

 𝑔 [𝜇(𝑋)] = 𝑓1(𝑋1) + · · ·  + 𝑓𝑝(𝑋𝑝)  (2.9) 

dengan 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑝 sebagai peubah penjelas, 𝑔 sebagai fungsi penghubung, 𝑓𝑗 fungsi pemulusan 

dimana 𝑗 = 1, … , 𝑝. Fungsi penghubung yang digunakan selaras dengan fungsi penghubung 

Generalized Linear Model (GLM). Contoh fungsi penghubung untuk 𝑔 adalah 𝑔(𝜇) = 𝜇 dikenal 

sebagai penghubung identitas yang penggunaannya pada model aditif untuk peubah respon menyebar 

Normal, sedangkan  𝑔(𝜇) = log(𝜇) digunakan pada model log-aditif untuk data yang menyebar 

Poisson. Secara umum antar peubah yang memiliki hubungan secara harfiah dapat dimodelkan 

(Rinaldi 2015).  
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 Peubah respon yang digunakan dalam model ini adalah penduga parameter lokasi dan penduga 

parameter skala dengan peubah penjelasnya koordinat Bujur (Longitude) dan Lintang (Latitude), 

sehingga persamaan menjadi: 

 𝜇̂𝑖 = 𝑓1(𝑙𝑜𝑛𝑖) + 𝑓2(𝑙𝑎𝑡𝑖) + 𝑓3(𝑙𝑜𝑛𝑖, 𝑙𝑎𝑡𝑖).  (2.10) 

Fungsi pemulusan 𝑓1, 𝑓2,  dan 𝑓3 yang dipakai dalam kajian ini adalah pemulusan spline yang 

dinotasikan sebagai: 𝑓 = 𝐗β∗ + 𝐙𝐮, 

dengan β
∗ = (𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑝) dan 𝐮 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝐾) adalah vektor parameter, 𝑋 = [

1
⋮
1

𝑥1

⋮
𝑥1

⋯
⋱
⋯

𝑥𝑛

⋮
𝑥𝑛

] 

dan 𝐙 = [
(𝑥1 − 𝜅1)

⋮
(𝑥𝑛 − 𝜅1)

⋯
⋱
⋯

(𝑥1 − 𝜅𝐾)
⋮

(𝑥𝑛 − 𝜅𝐾)
] adalah matriks desain, κ1 < ⋯ < κ𝐾 adalah simpul tetap. 

Sedangkan 𝜇̂𝑖 merupakan penduga parameter lokasi ekstrim yang terlebih dahulu diduga dengan 

metode copula. 

 

Extremogram 

Misalkan 𝐗𝑡 vektor acak yang memiliki sifat stasioner yang berada di ruang ℝ𝑑, serta diketahui 

himpunan Borel A dan B dalam ℝ̅𝑑 sedemikian hingga 𝐶 = 𝐴 × ℝ̅𝑑(ℎ−1) × 𝐵 nilainya terbatas dan 

menjauhi nol, maka extremogram didefinisikan untuk dua himpunan 𝐴 dan 𝐵 sebagai: 

𝜌𝐴,𝐵(ℎ) = lim
𝑥→∞

𝑃(𝑥−1𝑋ℎ ∈ 𝐵|𝑥−1𝑋0 ∈ 𝐴) , ℎ = 0, 1, 2, …,  (2.11) 

jika limitnya ada. Karena himpunan 𝐴 dan 𝐵 nilainya terbatas dan menjauhi nol, maka kejadian 

{𝑥−1𝑋0 ∈ 𝐴} dan {𝑥−1𝑋ℎ ∈ 𝐵} menjadi kejadian ekstrim yang ditandai dengan nilai peluang yang 

konvergen menuju 0 ketika 𝑥 → ∞. Nilai ℎ merupakan nilai dari lag waktu. Untuk melakukan 

pendugaan extremogram, limit dari 𝑥 diganti dengan 𝑎𝑚 yang didefinisikan sebagai kuantil (1 −

1
𝑚⁄ ) dari peubah 𝑋𝑡 yang stasioner, untuk penelitian ini digunakan kuantil 95. Penduga extremogram 

setelah 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 diketahui dapat ditulis sebagai: 

𝜌̂𝐴,𝐵(ℎ) =
∑ 𝐼{𝑎𝑚

−1𝑋𝑡+ℎ∈𝐵, 𝑎𝑚
−1𝑋𝑡∈𝐴}

𝑛−ℎ
𝑡=1

∑ 𝐼{𝑎𝑚
−1𝑋𝑡∈𝐴}

𝑛
𝑡=1

 

𝜌̂𝐴,𝐵(ℎ) mengikuti sebaran normal asimtotik yang telah dibuktikan dalam Davis dan Mikosch (2009) 

yaitu: 

√𝑛 𝑚⁄ (𝜌̂𝐴,𝐵(ℎ) − 𝜌𝐴,𝐵:𝑚(ℎ)) → 𝑁 (0, 𝜎𝐴,𝐵
2 (ℎ)) 

sedangkan 𝜌𝐴,𝐵:𝑚(ℎ) dapat dijabarkan sebagai: 

 𝜌𝐴,𝐵:𝑚(ℎ) = 𝑃(𝑎𝑚
−1𝑋ℎ ∈ 𝐵|𝑎𝑚

−1𝑋0 ∈ 𝐴) =
𝑃(𝑎𝑛

−1𝑋0𝜖𝐴,𝑎𝑛
−1𝑋ℎ𝜖𝐵)

𝑃(𝑎𝑛
−1𝑋𝜖𝐴)

. 

Secara sederhana bisa dikatakan bahwa konsep extremogram adalah menduga peluang terjadinya 

kejadian esktrim dalam waktu (𝑡 + ℎ) dengan syarat ada kejadian ekstrim pada periode 𝑡. 

Extremogram merupakan metode yang hanya dapat mengukur dependensi ekstrim untuk satu peubah 

runtun waktu saja.  Para peneliti biasanya ingin melihat sejauh mana satu peubah dapat mempengaruhi 
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peubah runtun waktu lainnya. Jika asumsi sebaran normal yang digunakan maka CCF merupakan alat 

yang tepat, sedangkan cross-extremogram adalah metode yang tepat untuk melihat dependensi ekstrim 

runtun waktu peubah ganda dua. Cross-extremogram didefinisikan sebagai: 

𝜌𝐴,𝐵(ℎ) = lim
𝑥→∞

𝑃(𝑥−1𝑌ℎ ∈ 𝐵|𝑥−1𝑋0 ∈ 𝐴) , ℎ = 0, 1, 2, …, 

sedangkan penduga cross-extremogram dapat dijabarkan sebagai: 

𝜌̂𝐴,𝐵(ℎ) =
∑ 𝐼{𝑎𝑚

−1𝑌𝑡+ℎ∈𝐵, 𝑎𝑚
−1𝑋𝑡∈𝐴}

𝑛−ℎ
𝑡=1

∑ 𝐼{𝑎𝑚
−1𝑋𝑡∈𝐴}

𝑛
𝑡=1

 

𝑎𝑚 didefinisikan sebagai kuantil (1 − 1
𝑚⁄ ) dari peubah 𝑋𝑡 dan 𝑌𝑡 yang merupakan peubah runtun 

waktu. 

Model Spatio-Temporal untuk Nilai Ekstrim 

Pengembangan model spatio-temporal yang digunakan untuk peubah dengan sebaran GEV, 

model-model yang digunakan dalam penelitian ini dapat di uraikan sebagai berikut: 

A. Model tanpa peubah penjelas 

1. Model dengan tren waktu linier 

𝜂𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + (𝛼 + 𝛿𝑖) × 𝑡 (2.12) 

2. Model aditif tanpa interaksi 

𝜂𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 (2.13) 

3. Model aditif dengan interaksi 

𝜂𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 + 𝛿𝑖𝑡 (2.14) 

B. Model dengan peubah penjelas 

Peubah penjelas yang digunakan adalah 𝑥1 = 𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒,  𝑥2 = 𝑙𝑎𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒, 𝑥3 =

𝑟𝑎𝑡𝑎𝑎𝑛 ℎ𝑢𝑗𝑎𝑛 𝑏𝑢𝑙𝑎𝑛𝑎𝑛, 𝑥4 = 𝑎𝑙𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒. 

1. Model penuh dengan tren waktu linier 

𝜂𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝑥1𝛽1+ 𝑥2𝛽2 + 𝑥3𝛽3 +  𝑥4𝛽4 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + (𝛼 + 𝛿𝑖) × 𝑡(2.15) 

2. Model penuh aditif tanpa interaksi 

𝜂𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝑥1𝛽1 +𝑥2𝛽2 + 𝑥3𝛽3+𝑥4𝛽4 +  𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 (2.16) 

3. Model penuh aditif dengan interaksi 

𝜂𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝑥1𝛽1 +𝑥2𝛽2 + 𝑥3𝛽3+𝑥4𝛽4 +  𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 + 𝛿𝑖𝑡. (2.17) 

Model spatio-temporal yang dibangun menggunakan asumsi sebaran GEV, misalkan model 

yang dipakai adalah aditif dan interaksi, maka model dapat dijabarkan sebagai berikut: 

𝑦𝑖𝑡~𝐺𝐸𝑉(𝝁𝑖𝑡, 𝜎, 𝜉)  

𝜂𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝑥1𝛽1 +𝑥2𝛽2 + 𝑥3𝛽3+𝑥4𝛽4 +  𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 + 𝛿𝑖𝑡.  (2.18) 

Model ini mempunyai struktur aditif dengan fungsi penghubung yang digunakan adalah 

fungsi identitas, sehingga bisa ditulis 𝜇𝑖𝑡 = 𝜂𝑖𝑡. Pendekatan yang digunakan adalah Gaussian 

Markov Random Field (GMRF), parameter yang akan diduga disebut sebagai laten dan ditulis 

sebagai parameter 𝜽 = {𝜷, 𝜐𝑖, 𝜈𝑖, 𝛾𝑡, 𝜙𝑡 , 𝛿𝑖𝑡}, sedangkan hiperparameternya adalah 𝝍 =
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{𝜎, 𝜏𝜐, 𝜏𝜈 , 𝜏𝛾, 𝜏𝜙, 𝜏𝛿}. Fungsi kemungkinan dari parameter 𝜽 dengan asumsi saling bebas 

adalah: 

𝑝(𝒚|𝜽, 𝝍) = ∏ ∏ 𝑝(𝑦𝑖𝑡|𝜃𝑖𝑡, 𝝍)𝐾
𝑖=1

𝑁
𝑡=1 . (2.19) 

Semua prior dari parameter 𝜽 diasumsikan memiliki sebaran Normal dengan nilai tengah 0 

dan matriks presisi 𝝉(𝝍), dapat ditulis 𝜽~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 (𝟎, 𝝉−𝟏(𝝍)) yang memiliki fungsi 

kepekatan peluang: 

𝑝(𝜽|𝝍) = (2𝜋)−𝑛 2⁄ |𝝉(𝝍)|1 2⁄ exp (−
1

2
𝜽′𝝉(𝝍)𝜽).  (2.20) 

Spesifikasi dari f.k.p tersebut dikenal sebagai GMRF (Rue dan Held 2005). Sebaran posterior 

bersama dari 𝜽 dan 𝝍 merupakan hasil perkalian dari fungsi kemungkinan persamaan (2.19) 

dan prior dari persamaan (2.20), yaitu: 

𝑝(𝜽, 𝝍|𝒚) = 𝑝(𝝍) × |𝝉(𝝍)|1 2⁄ exp (−
1

2
𝜽′𝝉(𝝍)𝜽 − ∑ ∑ 𝑁𝐾 log 𝜎 +𝐾

𝑖=1
𝑁
𝑡=1 (1

𝜉⁄ +

1) log [1 + 𝜉 (
𝑦𝑖𝑡−𝜇𝑖𝑡

𝜎
)] + [1 + 𝜉 (

𝑦𝑖𝑡−𝜇𝑖𝑡

𝜎
)]

−1
𝜉⁄

) .  (2.21) 

Menggunakan konsep Integrated Laplace Approximation (INLA) maka sebaran posterior 

dapat dicari secara komputasi (Blangiardo dan Cameletti 2015). 

 

METODE PENELITIAN 

Alur penelitian dapat dilihat pada gambar 1. 
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Gambar 1. Alur Metode Penelitian 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pembentukan Zona Curah Hujan Ekstrim 

 

Terlihat pada Gambar 2, Sekalipun nilai-nilai yang diambil adalah nilai maksimum, ternyata mayoritas 

stasiun hujan masih memiliki nilai pencilan di bagian atas diagram  kotak garis disertai garis di atas 

kotak yang lebih panjang. Ini berarti sebaran data cenderung menjulur ke arah kanan (ekstrim kanan), 

yang berarti curah hujan berpeluang untuk jauh melebihi nilai rataannya. 

 

Gambar 2. Diagram Kotak Garis Curah Hujan Maksimum Bulanan di 19 ZOna  

(Periode 1981-2012) 

Diagram kotak garis pada Gambar 3 memperlihatkan nilai-nilai pencilan yang masih terlihat jelas di 

bagian atas diagram kotak garis. Nilai-nilai pencilan menandakan bahwa curah hujan berdasarkan 

periode tahun juga memiliki peluang untuk jauh melebihi nilai rataannya. 
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Gambar 3. Diagram Kotak Garis Curah Hujan Maksimum Bulanan Periode Tahun 1981-2014 

(19 Zona) 

 

Zona curah hujan ekstrim yang terbentuk dari thin plate spline sebanyak 19 zona yang dapat dilihat 

pada gambar 4. Pewilayahan yang dihasilkan thin-plate spline memberikan hasil yang baik, bila 

ditinjau dari bentuk zona pewilayahan hujan ekstrim, maka thin-plate spline memberikan hasil terbaik 

dari segi pengelompokan dan kemulusan gambar. 

 

 

 

Gambar 4. Plot kontur penduga parameter lokasi dengan thin plate spline 

Identifikasi Pola Curah Hujan Ekstrim dengan Extremogram 

Gambar 5 merupakan plot extremogram di zona 18 dan 19. Plot extremogram di zona 18 memberikan 

pola yang tidak periodik, hampir tidak ada nilai extremogram yang berulang di zona ini. Plot 

extremogram di zona 19 masih dapat dikatakan memiliki pola yang periodik, hal ini ditunjukkan pada 

nilai puncak yang berulang di lag 12 dan 13. 

(Peta tidak berskala) 
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Gambar 5. Plot Extremogram Di Zona 18 Dan Zona 19 

Konsep cross-extremogram dapat digunakan untuk melihat sejauh mana curah hujan stasiun satu dan 

lainnya saling mempengaruhi berdasarkan jarak. Gambar 6 memperlihatkan semakin jauh jarak satu 

stasiun dengan stasiun lainnya, nilai dependensi runtun waktu untuk curah hujan ekstrim juga semakin 

kecil. Pola dependensi cross-extremogram berdasarkan jarak antar stasiun hujan memperlihatkan 

penurunan yang cukup signifikan di bawah 60 km, sedangkan diatas 60 km memperlihatkan pola yang 

cenderung mendatar. Hal ini menandakan dependensi curah hujan ekstrim memiliki nilai yang kuat di 

dalam radius 60 km, sedangkan di atas jarak tersebut hampir tidak ada dependensi.  

 

Gambar 6. Plot Antara Cross-Extremogram Dan Jarak Antar Stasiun 

Model Spatio-temporal Ekstrim 
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Guna memperlihatkan karakteristik curah hujan maksimum di zona curah hujan ekstrim, disajikan 

berupa pemetaan yang dapat dilihat pada Gambar 7. Curah hujan maksimum memperlihatkan pola 

yang bervariasi baik dilihat dari faktor lokasi maupun waktu, terlihat pula pola penggerombolan dari 

beberapa zona yang menandakan adanya asosiasi spasial. 
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Gambar 7. Peta Hujan Maksimum Bulanan Di Zona Hujan Ekstrim (mm) Periode 1981-2012 

 Bila dilihat dari tingginya intensitas curah hujan dari periode waktu, maka Gambar 7 telah 

menunjukkan pola yang sesuai dengan tahun terjadinya La Nina, seperti pada tahun 1988, 1989, 2001, 

dan 2010. Curah hujan maksimum bulanan pada tahun-tahun tersebut terlihat lebih tinggi 

dibandingkan tahun lainnya. Beberapa zona curah hujan ekstrim, seperti zona 1, 2, 3, 4, 5, dan 6 

menunjukkan nilai curah hujan yang tinggi hampir di setiap tahun, ini memperlihatkan kesesuaian 

pada pembentukan zona curah hujan ekstrim. 

 Setelah dilakukan pendugaan melalui metode INLA, maka dapat dibandingkan model-model 

yang memiliki performa terbaik. Pada Tabel 1 dapat dilihat hasil uji kebaikan model menggunakan 

DIC dan MLL. Nilai DIC dan MLL yang kecil mengindikasikan model yang semakin fit.  

 

Tabel 1. Nilai Uji Kebaikan Model Menggunakan DIC dan MLL 

 

Model DIC MLL 

Model tanpa peubah penjelas   

Model :  𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + (𝛼 + 𝛿𝑖) × 𝑡 8456.26 -4921.78 

Model :  𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 8214.38 -4118.12 

Model :  𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 + 𝛿𝑖𝑡 8214.7 -4119.57 

Model dengan peubah penjelas 

𝑥1 = 𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒.𝑥2 = 𝑙𝑎𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒, 𝑥3 = ℎ𝑢𝑗𝑎𝑛 𝑟𝑎𝑡𝑎 − 𝑟𝑎𝑡𝑎, 

𝑥4 = 𝑎𝑙𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒 

DIC MLL 

Model :  𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝑥2𝛽2 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + (𝛼 + 𝛿𝑖) × 𝑡 8283.03 -4195.62 

Model :  𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖+ 𝑥2𝛽2 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡  8204.78 -4110.34 

Model :  𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝑥2𝛽2 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 + 𝛿𝑖𝑡 8196.00 -4108.36 

 

 Tabel 1 menunjukkan bahwa model spatio-temporal dengan penguraian komponen aditif dan 

interaksi serta menggunakan peubah penjelas koordinat latitude merupakan model terbaik, karena 

memberikan nilai DIC terkecil. Performa prediksi dugaan model dapat dilihat dari pendugaan terbaik 

menggunakan Root Mean Square Error Prediction (RMSEP) dan Absolute Average Deviance 

(AAPE). Nilai-nilai RMSEP dan AAPE yang semakin kecil menandakan performa dugaan model 

yang semakin baik, hal ini dapat dilihat pada Tabel 2. Model dengan performa dugaan yang terbaik 

dari Tabel 2 tersebut adalah model aditif dan interaksi menggunakan peubah penjelas koordinat 

longitude dan rata-rata hujan bulanan, model tersebut memiliki nilai RMSEP dan AAPE yang paling 

kecil. 

Tabel 2. Nilai RMSEP dan AAPE 

Model RMSEP AAPE 

Model tanpa kovariat   

Model :  𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + (𝛼 + 𝛿𝑖) × 𝑡 250.9943 182.3683 

Model :  𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 258.8267 185.2222 

Model :  𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 + 𝛿𝑖𝑡 259.4704 185.571 

Model dengan kovariat,  

𝑥1 = 𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒, 𝑥2 = 𝑙𝑎𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒, 𝑥3 = 𝑟𝑎𝑡𝑎 −

𝑟𝑎𝑡𝑎 ℎ𝑢𝑗𝑎𝑛 𝑏𝑢𝑙𝑎𝑛𝑎𝑛, 𝑥4 = 𝑎𝑙𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒 

RMSEP AAPE 
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Model  : 𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝑥3𝛽3 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + (𝛼 + 𝛿𝑖) × 𝑡 209.7117 146.5833 

Model  : 𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝑥3𝛽3 + 𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 207.6539 143.7897 

Model  : 𝝁𝑖𝑡 = 𝛽0 + 𝑥1𝛽1 +𝑥3𝛽3 +  𝜐𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛾𝑡 + 𝜙𝑡 + 𝛿𝑖𝑡 200.5256 138.7312 

 

Tabel 3 menyajikan nilai dugaan parameter untuk model aditif dan interaksi dengan peubah penjelas 

koordinat latitude yang memberikan nilai DIC dan marginal loglikelihood terkecil. Secara umum nilai 

dugaan parameter memberikan hasil yang signifikan dengan ditandai pendugaan yang berada di antara 

nilai kuantil 0.025 dan kuantil 0.975. Nilai penduga koefisien latitude yang negatif menandakan 

bahwa semakin ke arah Selatan maka curah hujan ekstrim semakin berpeluang terjadi di wilayah Jawa 

Barat. 

Tabel 4 menyajikan nilai dugaan parameter untuk model aditif dan interaksi dengan peubah 

penjelas rataan hujan bulanan dan koordinat longitude yang memberikan nilai RMSEP dan 

AAPE terkecil. Nilai penduga koefisien rataan hujan bulanan yang positif menandakan bahwa 

semakin besar nilai rata-rata hujan bulanan maka semakin besar pula curah hujan ekstrim 

yang terjadi. Sedangkan untuk penduga koefisien longitude yang positif menandakan bahwa 

semakin kearah Timur wilayah Jawa Barat maka curah hujan ekstrim semakin tinggi terjadi. 

Tabel 3. Nilai Dugaan Parameter Model Aditif Dan Interaksi Spatio-Temporal Dengan Peubah 

Penjelas Koordinat Latitude 

Parameter Koefisien 
Simpangan 

Baku 

Kuantil 

0.025 

Kuantil 

0.5 

Kuantil 

0.975 
Modus 

Intercept 526.553 12.151 505.425 525.522 558.096 525.004 

Latitude -34.683 9.124 -55.378 -34.485 -16.688 -34.625 

𝝉𝑮𝑬𝑽  0.000035 0.0000023 0.000029 0.000035 0.000041 0.000035 

𝝃𝑮𝑬𝑽  0.077 0.0065 0.063 0.071 0.092 0.076 

𝝈𝟐
𝝊 (spasial terstruktur) 1.4 x 10-3 

0.001071 0.024618 0.002353 0.00031

9 

0.009324 

𝝈𝟐
𝝂 (spasial tak terstruktur) 1.1 x 10-4 0.000949 0.000156 0.000115 8.6 x 10-5 0.000113 

𝝈𝟐
𝜸 (temporal terstruktur) 5.13 x 10-5 5.14  x10-5 0.000787 7.29 x 10-5 1.4 x 10-5 0.000292 

𝝈𝟐
𝝓 (temporal tak terstruktur) 5.77 x 10-5 5.09 x 10-5 0.000848 8.79 x 10-5 1.4 x 10-5 0.000312 

𝝈𝟐
𝜹 (interaksi spatio-temporal) 4.89 x 10-5 5.03 x 10-5 0.000893 6.9 x 10-5 1.3 x 10-5 0.000352 
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Tabel 4. Nilai Dugaan Parameter Model Aditif Dan Interaksi Spatio-Temporal Dengan 

Peubah Penjelas Longitude Dan Rata-Rata Hujan Bulanan 

 

Parameter Koefisien 
Simpangan 

Baku 

Kuantil 

0.025 

Kuantil 

0.5 

Kuantil 

0.975 
Modus 

Intercept 173.3579 181.8026   -193.4973 201.9745  465.0199 273.9369 

Rataan hujan 2.1575 0.8411 0.9774 2.1085 3.9015 1.2870 

Longitude 21.5408 73.7140 -109.1296 37.5230 127.4614 98.0056 

𝝉𝑮𝑬𝑽  1.34 x10-5 1.58 x 10-7 1.31 x 10-5 1.34 x10-5 1.36 x10-5 1.35 x10-5 

𝝃𝑮𝑬𝑽  -0.20  0.0018 -0.203 -0.199 -0.196 -0.199 

𝝉𝝊 (spasial terstruktur) 0.001289 0.0158 0.001518 0.001293 0.001103 0.001301 

𝝉𝝂 (spasial tak terstruktur) 6.11 x 10-5 0.000211 9.14 x 10-5 6.62 x 10-5 3.48 x 10-5 8.16 x 10-5 

𝝉𝜸 (temporal terstruktur) 2.89 x 10-5 5.42 x 10-5 3.1 x 10-5 2.92 x 10-5 2.56 x 10-5 3.05 x 10-5 

𝝉𝝓 (temporal tak terstruktur) 8.34 x 10-5 0.000711 0.000105 8.43 x 10-5 6.63 x 10-5 8.63 x 10-5 

𝝉𝜹 (interaksi spatio-temporal) 0.000106 0.001022 0.000136 0.000106 9 x 10-5 0.000102 

 

 

Proporsi keragaman spasial dari model dapat dicari dengan menghitung: 

 

𝑓𝑟𝑎𝑐𝑠𝑝𝑎𝑡𝑖𝑎𝑙 =
𝑠𝜐

2

𝑠𝜐
2+𝜎𝜈

2 , dengan 𝑠𝜐
2 =

∑ (𝜐𝑖−𝜐̅)2𝑛
𝑖=1

𝑛−1
. Proporsi keragaman spasial untuk model 

dengan peubah penjelas peubah penjelas latitude adalah 0.929, sedangkan proporsi 

keragaman spasial model dengan peubah penjelas longitude dan rata-rata hujan bulanan 

adalah 0.906, ini berarti model dengan peubah penjelas latitude lebih baik dalam menjelaskan 

keragaman spasial. Sedangkan proporsi keragaman temporal dapat dihitung dengan: 

𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜𝑟𝑎𝑙 =
𝑠𝛾

2

𝑠𝛾
2+𝜎𝜙

2  , dengan 𝑠𝛾
2 =

∑ (𝛾𝑖−𝛾̅)2𝑛
𝑖=1

𝑛−1
. Proporsi keragaman temporal model dengan 

peubah penjelas latitude sebesar 0.357, sedangkan model peubah penjelas longitude dan rata-

rata hujan bulanan memberikan proporsi keragaman temporal yang lebih baik, yaitu sebesar 

0.470. 

Gambar 8 menunjukkan pengaruh spasial model aditif dan interaksi dengan peubah penjelas 

latitude. Pada tersebut menunjukkan bahwa di zona 7, 8, 9 sekitar wilayah Jakarta, Depok, 

Bekasi serta ke arah Selatan wilayah Bogor (zona 1) memberikan pengaruh spasial yang kuat. 

Sedangkan di daerah Ciamis (zona 19)  dan Kuningan (zona 4) juga memberikan pengaruh 

spasial yang kuat di bandingkan wilayah lainnya 
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Gambar 8. Pengaruh Spasial Model Aditif Dan Interaksi Spatio-Temporal Dengan Peubah 

Penjelas Latitude 

Gambar 9 menunjukkan rata-rata posterior pengaruh spasial model aditif dan interaksi dengan peubah 

penjelas longitude dan rata-rata hujan bulanan. Pada gambar tersebut terlihat bahwa zona 1 (wilayah 

Bogor) memberikan pengaruh spasial yang kuat, begitupun dengan zona 2, 15, 16, dan 17 yaitu 

wilayah Purwakarta, Subang, Indramayu dan sekitarnya yang juga memberikan pengaruh spasial kuat. 

 

Gambar 9. Pengaruh Spasial Model Aditif Dan Interaksi Spatio-Temporal Dengan Peubah 

Penjelas Longitude Dan Rata-Rata Hujan Bulanan 

Nilai dugaan pada Gambar 10 menunjukkan pola yang bervariasi baik dari segi lokasi maupun dari 

faktor waktu. Secara umum nilai-nilai tinggi untuk keseluruhan zona terdapat pada periode tahun 

1984, 1985, 1986, 1992, 1995 ,1996, 1998, 2001, 2007, dan 2010.  
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Gambar 10. Peta Pendugaan Curah Hujan Ekstrim Dengan Model Aditif Interaksi Peubah 

Penjelas Longitude Dan Rata-Rata Hujan Bulanan 

Zona-zona yang menghasilkan nilai pendugaan curah hujan ekstrim tinggi untuk setiap tahunnya 

adalah di zona 1, 2, 3, 4, 5, dan zona 6. Bila dihubungkan dengan tahun terjadinya La Nina seperti 

tahun 1984, 1985, 2001, dan 2010, maka model ini menghasilkan pendugaan yang selaras, ini terbukti 
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dari pendugaan yang tinggi pada tahun tersebut, bahkan pada tahun 2001 dan 2010 menunjukkan nilai 

dugaan untuk curah hujan ekstrim yang paling tinggi. 

 

KESIMPULAN 

Sebaran GEV yang digunakan dalam memodelkan nilai ekstrim memberikan hasil yang sangat baik. 

Di mulai dari pendugaan secara univariat, pemodelan secara spasial yang menghasilkan zona khusus 

curah hujan ekstrim, sampai dengan pemodelan secara spatio-temporal memberikan hasil yang 

memuaskan. Hasil pemodelan nilai ekstrim ini direncanakan dapat juga menduga kejadian ekstrim 

yang ada di Indonesia, seperti: gelombang tsunami dan gempa bumi. Upaya pemodelan ini 

membutuhkan data yang lengkap dan akurat serta keterlibatan banyak pihak, sehingga diharapkan 

penelitian seperti ini bisa menjadi semacam warning system dalam mengatasi kejadian ekstrim berupa 

bencana alam yang ada di Indonesia. 
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